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CATITOLO I

DIFFPICOLTA' DELLA FORMULAZIONE WBUTCNTANA

1. Reazioni vincolari

In questo capitolo c¢i proponiamo di illustrare le ragioni

per studiare una formulazione della ifleccanica (Meccanica anali.-

tica) diversa dalla Fformulazione newtoniana. A prima vista, in-

Fatti, la Meccanica analitica corre il rischio di sembrare un
puro esercizio formale che nulla aggiunge alla meccanica newto-
niana. Vediamo dunque quali sono le difficoltd della formulazio--

ne newtoniana che ci si propone di risolvere con la formulazione

lagrangiana (Meccanica
Un problema meccanico (per comoditd ci riferiamo ad un punto
materiale) ¢ concettualmente risolto guando si scrivono le equa-

zioni di Newton

e ' (1.1)

In pratica le equazioni (1) sono spessc lontane dal fornirci una
soluzione immediata del prpp}emag BY vero ché da un punto di
vista matematico la soluzione della (1) si riduce ad un problema
di integrazioni ma per questo ¢ necessario che le forze F silano
ncte. Qﬁesﬁd non & quasi mai il caso per il moto di un punto
vincolato. L'equazione (1.1) assume infatti la forma seguente
— ~3 -
Fz +"€ = (1.11)
—»
dove g) €@ la risultante delle forze non vincolax@; in genere note
(es. forze di gravitd, forze elaﬁtiche etc. ) ed Ri ¢ la risultan-
te delle reazioni vincolari che non & in genere nota, dato che
le reazioni vincolari dipendono e condizionano il moto dcl punto.
I vincoli, infatti, esplicano proprio quelle reazioni necessaric

1to 11 moto del corsd, e ad ogni istar
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reazlione vincolare nccessaria per questo, dipende dalle accele--
(1)

razioni del punto soggetto ai vincoli' 7.

1), . . . js .
( )in questa trattazione ¢l occuperemo solo di una particolare clas-
se di vincoll (vincoli olonomi) che saranno discussi volta per

volta.
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Gsempio 1. Come esempio del fatto che la reazione vincolare di.
rende dal moto del punto vediamo come varia la rea-.

zione nel pendoclo,

A
3
Le cquazioni di llewton sono:
— .3
R ; > (1.2)
T = mox <@
4]

In questo, come in quasi tutti i problemi in cui intervengonoe i
vincoli, le reazioni vincolari non sono note. Lsse Possono esse-
re determinate dopo che si conosce il moto (cioa 1 X ). Il me-

todo che si segue in genere & quello di Lvovare la Jolu21onc del

S —

moto mediante l'uso di lntejrali pTlmL, come cons ervaz1one uella
energia etc. e poil ricavare F2 dalla (102) Nel nostro caso 1'in--

tegrale dell'energia da (le forze vincolari non fanno lavorol)

n:}_
ﬂn%’a()mcm@)% (X ey )= LmL B

I8
v

(avendo usato coordinate polari: X= 'L :f\fv\@ Yy = v ws O Y.

t ’I

Pertanto si ha CL e lu‘%r{n‘¢ﬁ/' oo
) !
L ~2%(4«—(mé>
O A%‘f”

D'altra parte proiettando la (1.2) lungo la normale esterna alla

traiettoria si ha

L2
— R +mgcsd = -~ mno

cioe

R = m(oa\c,osew&ml@z)—:m%(fl“cmg)

Come abbiamo visto anche nell'esempio precedente, le equazioni
di Hewton (1.1') non Fforniscono immediatamente le soluzioni di
problemi in cul sono presenti reazioni vincolari. La eliminagio-

ne delle reazioni vincolari costituisce infatti un passo necessa.-




rio per risolvere il moto di sistemi vincolati. Le vie che gi

POssono seguire a questo scopo sono essen lalmente due:

a) Si creano le costanti del moto (o 1ntogra¢1 PTlml) clie caratte—
rizzano il sistema in esame (con GTVJAlOnQ deil'enurgiu, del
momento angolar y etc...) in modo da ottenere le soluzioni del
problama er una Vliméiémﬁén fa uso delle equazioni (1.17).

Le reazioni vincolari vengono poi determinate usando le (1.11)
una volta nota l'accelerazione Eza EY questo il metodo cho
abbiamo usato nelltfesempio 1, -

b) Si cerca di eliminare dlrettdmcnte EZ cambuundo le equazioni
(1.1%).  Tale metodo verra discusso nol problema 1. Vediamolo

ora anche nel caso del pendolo.

Esempio 1'. Vediamo di studiare i1l problema dell*esempio 1 usan-

do il metodo b). Le equazioni 1.2) sono lc seguenti:

ML= - R gimd ) fm,&. = — K cosB +rn *1.3)

Moltiplicando la prima per cosf ¢ 1a seconda per@&hu@) e SUli -

mando si ottiene

M (X cosD - Y svnb)= - M sin O

[

Sostituendo a X e Y larloro equazione nei termini di o

“s

. 02 '.v‘\" !
% = =B 07 L b O
. '2. * 4
JE m sl O - vnd O
5i ottiene poi
(ANSIES ~% S vn O @‘1“)

che & l'equazione del pendolo e non contienc piv forze incognite.
Pertanto, le equazioni del moto (1.3) si sono ridotte ad una.
Lt'integrale @(t> di tale equazione determina completamente la po-
sizione del punto materiale istante por istante, ciod & sufficicn.
te assegnare istante per istante un solo numerq_ﬁi{k)f Cid

vuto al fatto che la traiettoria & prestabilita essendo imposta
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dal vincolo. . I1 punto materiale deve infatti rimanere sempre a
distanza fissa dal punto di sospensione. Cid si esprime geometri-

camente con la condizione
(xp(8) 2 %, OF (3, ()= 5, (1)) =

Una cond1z1one di questo tipo si dice vincolo olonomo. Torneremo

nel seguito cu tale “Argomento,

Come ¢ Facile convincersi, l'equazione (1.%) ¢ la proiezione del--
le (1.2) lungo la tangente alla traiettoria (che & il metodo sta.-
dard per studiare il moto del pendolo}. In modo analogo, promn.

dendo una opportuna combinazione delle (1.3) si ottiene la proie-

zione della (1.2) lungo la normale alla tralettoria.

2. Forze apparenti ¢ sistemi non inerziali

Untaltra compliicazione rewtoniana si preéenta quando per de-

sorivere il 51Jtemd 1n e same ci si mette in un 1stema non 1ner~

21a1e. Wmlé @ bP“SSO Teso necessario per una caraLterLuzaZLone

Sluhi
pid intrinseca del moto del sistema in esame (si vedd ad esempio
il problema 1).

Ltuso di coordinate relative ad un sistema ‘non inerziale (breve-
mente coordlnate non Jner21all) porLa alla HCCCSSLLa di introdur--

re le cosidette forze apparenti ¥C . "Le equazioni di Newton di-
As) ¥

ventano allora

%

— —n - : -
FZ 4 ? + Fcb = M A

\

Le Forze apparenti possono essere funzioni non note. Ad esempilo
1la forza di Coriolis 2m WA v dipende dalla velocita Vv del punto

rispetto al sistema non inerziale e pertanto dipende dal moto del

Come esempio delle complicazioni dovute alle reazioni vincolari
ed alle forze apparenti che intervengono nella formulazione new-

toniana consideriamo il seguente problema
Problema 1

Un punto materiale }3 & vincolato a muoversi su una circon-

ferenza di centro (: e raggio T in un piano verticale. Scri-

}
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dal vincolo. Il punto materiale deve infatti rimanere sempre a
distanza fissa dal punto di sospensione. Cid si esprime geonetri--

camente con la condizione
(xp() = %, (0F +(, ()= 5, (0)) =

Una COHdlZlonC di questo tipo si dice vincolo olonomo. Torneremo

nel seguito su tale argomento.

Come ¢ Facile convincersi, l'equazione (1.@) ¢ la proiezione del--
le (1.2) lungo la tangente alla traiettoria (che & 11 metodo stn--
dard per studiare il moto del pendolo). In modo analogo, proen.-

dendo una opportuna combinazione delle (1.3) si ottiene la proie-

zione della (1.2) lungo la normale alla tralettoria.

2. Forze apparenti e sistemi non inerziali

Unfaltra complicazione rewtoniana s si prcdanta ouando per de--

c‘CI‘lVCI‘Q il sis tema 11’1 es,amc Cl SL mette in U]’l 1stoma 1’101’1 1ner»

z1ale. glo é SPESs0 Ieso necerario per una caratterlzza21one

T e

pill intrinseca del moto del sistema in esame (51 veda ad esempio
il problema 1).
L'uso di coordinate relative ad un sistema non inerziale (breve-

mente coordlnate no 1nerZLaL1) porLa alla HQCGJSLL& di introdur--

re le cosidette forze apparenti gah . ‘Le equazioni di Newton di-
ventano allora
— = pr « -
Fa -+ F + g = M A
’ a’ N
Le forze apparenti possono essere funzioni non note. Ad esempio
la forza di Coriolis ZnaBA;?CHpendé dailawﬁéloéité‘u; del punto
rispetto al sistema non inerziale e pertanto dipende dal moto del
punto stesso. ‘
Come esempio delle complicazioni dovute alle reazioni vincolari

ed alle forze apparenti che intervengono nella formulazione new-

toniana censideriamo il seguente problema
Problema 1

Un punto materiale X? & vincolato a muoversi su una circon-

ferenza di centro C e raggio 7T in un piano verticale. Scri-




e a1

i
i
i
i

vere l'equazione del moto di ED ‘nel casq in cui il disco ruoti

rispetto al diametro verticale con velocita angolare costante ()
A~

. X
Soluzione:

mettiamoci sul riferimento solidale al cerchio (non inerziale).

La descrizione del moto di_f? in un sistema inerziale Farebbe

Perdcre di vista le caratteristiche essenziali del moto stesso

€ e renderebbe piu difficile 1la visualizzazione. Le equazioni
di Jewton in forma vettoriale ed in coecrdinate cartesiane sono:

-3

s ~ ~ b 4 -~ ~ MV"'&M
F::‘m%dZ*JQ*Rx+MQ%W¢2%N%Aw /Mmﬂ@
piug . 7 —n ) i , .

(R, = reazione raciale Ry = reazione mormale a prano del cerchio ).
Proiettando F 1ungo gli assi avremo:

r

i

RZ_ -QU‘C\) S$1m B - W X

i

e

Fy = - R,, CosO 4 Mm2'c CosH = “my

va

F R 77V:«€7 2
= - - e = M
2 % 1 S8
Osservando questo sistema ci accorgiamo che
- o
1) Le reazioni vincolari 221 ed [31 non sono note

2) Nelle equazioni scritte compaiono le forze apparenti. ira
@sse compare quella di Coriolis che dipende dalle velocita
M} (velocita del punto materiale ]? nel sisﬁema solidale
al cerchio) e quindi non nota a priori.

Un modo per superare queste difficolta ¢ quello di procedere gra--
datamente alla eliminazione di tutte le quantity non note per
ridurci ad un sistema di equazioni che permettonq di determinare
facilmente i1 moto di E> f

°

cerchio e quindi essendo
i1 punto vincolato a muoversi sul cerchio si avri %X = 0.

di ci si riduce ad un sistema di due sole equazioni in quanto




Mm% =0 = Ry —2vwemb = ‘Qz___vaS\MG

.2 R4
my = ~ R, cos® 4+ mivw cosb
’Y‘(\OZ": —'\'Y\O\ R 3\4’\9

v

4

A questo punto possiamo eliminare la reazione vincolare F& mol.--
tiplicando per cosE9 la prima equazicne e per sin® 1a seconda
e sommando

mZ osh = ~ mg osh - Ry nm 0 cos®

-

/ sen D = ( Q D -g-wnco'ccos@> O
/Yv\/(z 0059,.9 %&m}@): ww%wse e e cos D
Z o0 “'7' s b = im %OOSB — w0 Svn b cos &

Ora passando da coordinate cartesianc a coordinate polari (coor-

dinate generalizzate) avremo:

z=n%mb ,  y=%csO

we

, "2 N e N A
Z= kw0 BT4ncas0 0 y=-L 00 ~nsmBO
Sostituendo queste nuove coordinate nell!ultima equazione avremo:

é' + D osD W s wsd =0 |
.

Vediamo ora di commentare il risultato. La formulazione newto--

W e rmanea i e T

niana del problema, usando 1e coordlnaLc carte51ane X y , 2

e s e S o

del punto , Fa 1nterven1re un numero sovrabbondante dl coordi--
nate, non tutte 1nd;pendentgﬁ Conseguenza Qéil'lntgpguz1one di
coordinate non‘essen7iali 0 sovrabbondanti e la comDarsa delle

reazioni vincolari; non Fote a prlorl, Lérsoluz1one del Droble-
ma e stata ottenuta rjﬁucendo le equazioni ad una sola, che de-
termina la dipendenza temporale della sola "coordinata' necessa-

ria per individuare la configurazione o posizione del punto E’.




Come vedreme nel segulto compito della licccanica Analitica &

quello d1 fare “intervenire fin dall‘lnlz;Q solo.

numero di_co-

ordlnate (la.ran.1ane) strbttamente neca sarlc per individuare

et e o A PO

W

la COHflguraZLOﬂt del sistema ¢ di eryergksololll nunero di

equaz1onl relatlve a tall ~coordinate.

3. Scelta delle coordinate

agli esmepi precedenti & apparso chiaro che la formulazio-

ne newtoniana non offre il metodo pil diretto per studiarce il

moto di un sistema vincolato. La preggnaa del vincoli rende

o

"

% sovrabbondant) le coordinate cartgsnan, e 1a dgg_

to porta ad innwnerevoli complicazioni quali ad esempio l'appa-~

rire di forze non note (le reazioni vincolari). La loro elimi-

nazione ¢ infatti equivalente alla riduzione del numero di coor.

dinate. D'altra parte le proprieta di simmetria del sistemna e

le sut caratteristiche spesso suggeriscono di usare coordinat=

non carteJldno (ad cs. poldTl) pcr dLaLTLVLPL i1 moto;o addir

tura dl mCtLOTbl 1

s e s b AR N L

-

eronLo non 1ncr21d1\ che

c1a pxu 1ntr1nsgco al problema da LraLLaro. In entrambi i casi

et A s e e e

le equazmonl dL Newton non sono utLllzédblll direttamente. Nel

primo caso siccome le equazioni di_ilewton non sono invarianti

per camblamcntl dl coordlnate occorre fare il cambiamento di

coordinate dlreLtdmente nella (151) e (1.1') per trovare come si

trasformano le equazioni di Newton. (si veda ad esempio il pro-

al problema porta all'lp;rqq

 blema 1). Nel Jecondo caso 1'uso di _coordinate piu intrinscche

Nt SIS g i i e

iong delle forze apparenti. E' na-

turale porsi le seguenti domande:

1)

2)

3)

ssibile trovare una formulazionce della meccanica in cui
N gt e

la forma dullc pQUdLlOHl sia invariante por erOEOfdeLonl d1

c00rd1nate°

e e e T

E' possibile fin dall'inizio (senza conti laboricsi) scrivere
le equazioni del moto in termini delle sole Coordinate neces--

sarie per 1nd¢v1duar; 11 moto del sistema senza dover Da sare

attraverso l'uso d1 coordlnate sovrabbondantl con le conseguen-—

ti 1ntroduzlon1 di reazlonl VllCOl&r]”

E' possibile trovare una formulazione delle equazioni della




meccanica che non faccia distinzione

tra sistemi inerziali e
non?

Como vedremo nel prossimo capitolo, la Meccanica Analitica riesc:

a dare una risposta pos

itiva alle domande precedenti.

™
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CAPITOLO II

EQUAZIONI DI LAGRANGD

.

1. Gradi di libertd ¢ coordinatc lagrangiane

Supponiamo di avere un sistema meccanico la cul configurazio-

ne o bosizione & completamente descritta dalle coordinate di N

g -~ -»
punti: Xy XQ_, oo qu . Per esempio la configurazione di un
sistema rigido @ completamente individuata dalle coordinate di 3
suoi punti non collineari,__ . {~ a;xm,i W b )

2 TR e oL L ; ,
Le coordinate X47 coey XN stanno ad indicare Sfd quantita X1,

X1 . ZH ; XQ,’ yz’, Zz I eeses 1Cr comoditd diora innanzi use-

remo la notazione X., L =
L

tita.

1«....3N per indicare tali 3N quan-

In genere, per la presenza di vincoli, non tutte le coordi.-
nate ><L saranno indipendenti. Siano ¢ .....{

il numero mi--
‘nimo di "coordimate" (in generc non cartcsiane) necessarie per in-
diy@duare le configurazioni del sistemaiiﬁ présenza dei vincoli.

Se M sono tali coordiﬁate,‘YLlé 1l humcro di‘qfadi di libertad
del sistema in

asame ¢ [« sono dette coordinate
Q 11 C{% s [S] &

generalizzate o lagrangiane. Siccome le q1 ceeee Yoo ad un

certo istante t determinano completamentce la configurazione del

sistema, all'tistante o , esse determineranio a maggior ragione
le coordinate X, allt‘istante b, ciod le XL ad ogni istante

saranno esprimibili come funzioni delle q‘
= . 2.1
X = Xy, <-C1J t)J ( )

La dipendenza esplicita dal tempo sta ad indicare che la relazione

tra le ¥ e le q puod dipendere dal tempo.

Esempio 2. Un punto E? si muove su una circonferenza che ruota

con velocitd angolare costante W .attorno alltasse

passante per il centro.




Siano x‘,‘y le coordinate cartesianc di E? rispetto ad un siste-
ma inerzialedg e B l'angolo che il raggio OF Fforma con ltasse
fisso Chn solidalc ad.@a. E' chiaro che in questo caso il numero
di gradi di libertd & uno e che O ¢ una coordinata lagrangiana
possibile. La relazione tra lc coordinate X ,;y e la coordinata

lagrangiana B dipende esplicitamente dal tempo ed &

x= n s b+ wt)

(2.2)

W = U S{WW/((D-% O)t:)

La (2.2) & un caso particolarc dell'espressione generale (2.1).
E' clhiiara infatti la dipendenza di Og;da q (che in questo caso

& B) e aga tempo,

Lsempio 3. Consideriamo il sistema descritto nel problema 1.

Sia d{l un sistema di assi X: y’,‘z' fisso (sistema

inerziale) e G& un sistema di assi X, Y ,2Z . s0li--
dale al cerchio, tali che ltasse ¥ ¢ perpendicolare al cerchio.
Siccome il moto di rotazione rispetto all'asse z @& fissato la va-
riazione nel tempo della variabile angolarc (P/ rispetto al rife-~
rimento CRf @ nota q32=a»t+-<po . D'altra parte il punto & vin-
colato a muoversi sul cerchio pertanto deve essere sempre

/2 f2 12 i .
Tp T Vp vZ2.0 = % = rac&lo ded uncho.

I gradi di libertd si riducono pertanto a 1 solo. Come coordinata
lagrangiana si pud scegliere 1'angolo 69 che 11 raggio CP forma
conl'asse lg del rifenimento d{ solidale al cerchio. Da notare che
se la rotazione attorno all'asse Z non fosse f£ésata i gradi di
liberta sarebbero 2: oltre all’angolo G} bisognerebbe dare anche

i , ,
" S 4 . s e D . Ny
ltangolo ¢ formato dal piano <3y di (X rispetto all'asse X diR.

e ——ee b

! .
I1 legame tra le coordinate X ,‘y ’,‘Z' c B dipende dal tempo
(@ 2
x'= n w0 coswt

y'= n b G WOT

A~

= n ey
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E' chiaro che le (2.1) sono invertihli

9,= q. (x,£)
3 J
J
Infatti le X, individuano completamente le configurazicni del
sistema e quindi devono individuare anche le coordinate ¢,
cioa le q, devono potersi csprimere come funzioni delle X
J

Prima di concludere convienc dare la definizione di derivata

totale di una funzionc: sia data una Ffunzione X = X, (c] {;)::
- x.‘,[q(ﬁ) "t] , essa dipende da £ sia csplicitamente sia tra

mitce lo q{t)ﬂ La derivata totale di queste Pfunzioni da la varia-
zione “totale" di talc Ffunzionc rispetto al tempo sia esplicita-

mente che tramite lo q (t)

€

i T TR E S LV B LR

db eqp de ok ogq ) Tt

I1 primo termine ticne conto appunto della dipendenza di A

<« -

dal tempo tramite le C{ , mentre il secondo tormlnc tlulo conto

della dlpendelua oq:lunLa di X dal Lu’mo‘.

Per maggiore _;QIHUl.LCLLd oao Ot“atc tr qurat le espressioni di

sommatoria, ma ¢& comuncmconte inteso che quando duc indici vVengono

ripetuti sia sottintesa la ﬁommaLor el scguito ci occorrera
dJ. usarc diversc volte le quantitd ’Bx /qu

Analizzando le (2.3) si nota imm

°

cdiatamente chc soltanto 11 primo
dei duc termini del incmbro di destra dipende dallg q dato che

2% (q,%)
24

le q < Quindi avremo:
% ¢ oxe

(Identita fia)(2.4) ¢l servirda in sequito.

(2.4)

2. Forma lagrangiana della cquazioni di ilewton in coordinate

cartesiane

In questo paragrafo vogliamo mettcre lo cquazioni di Newtonj

in coordinate cartcsiane)in una forma che come vodremo resterd

¢ una funzionec delle C} ¢ del tempo ¢ non dipende dal--
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invariata anche per coordinate lagrangianc generiche. Conside--

riamo 1l caso di forze conservative

oo 2V (x) (2.5)
'BXL

L
L'equazione di Hewton si scrive :

F= m.a; (=4, ... 3N (2.5)
L t

. J 4

Esse si possono trasformarc nel modo scguentc

a .2
= 2 (e ) = (Z X (2.7)
; dk 9(4; a>’< 5
|- .z
dove qiz 5—214“37% & chiaramente l'energia cinetica del sistema.

Confrontando le 2.5, 2.6, 2.7 otteniamo la seguentc rclazione
?
2 }1 = - :D_Y ‘ (2.9)
dkE %, KL

A questo punto introduciamo la funzionc '_ definita come
L= T~V (2.9)

(11 simbolo = sta ad indicarc "“definita come").

—

La (2.8) assume quindi la forma scgucnte:
4 oL 2L L
—— oy — . (
X - 0%
ak 9% X
E' Ffacile convincersi. a posteriori che effettivamente la (2.10)

® una forma diversa di scriverc le (2.6) o le (2.3): quando deri-

.

viamo rispetto a X - & come sc coffettuassime csclusivamente la
derivata dell'encrgia cinetica in quanto il potenziale non dipen-
de da X quando invece deriviamo rispetto a K, & come se de

M ?
A
rivassimo esclusivamente l'encrgia potenziale in quanto llenergi:«

cinctica non dipende in quecsto caso da X - L'espressione (2.10]

@ 1l'equazione della meccanica nella forma di Lagrange.

T
o . : -F H
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3. Equazioni di Lagrange

Faremo vedere ora che le equazzonl (2.10) non dlyendono dal-.

gl'ugo di coordlnate carte31ane e dall'uso QL un 1stcma 1ner21a1c.

La forma delle equaz1on1 (2 10) & infatti 1nvar1ante per cambia--

et

menti di coordinate ¢ per cambiamento di riferimento. In gencra-
le se q e qu sono le coordinate lagrangiane si ha infatti
1

L TR ! \

= = 951, ..m (2.11)

e 9q; 29
essendo la lagrangiana
L

L=T-V

N L)
scritta in termini delle coordinate q; > 9

L(x,i,é)::L_(x(q,t% k(qfﬁ,&)Jt)
ottcnuta,so tituendo nella (2.9) le X , X in Funzione delle q
¢ q
Dimostriamo ora la (2.11). ILa dimostrazione @ effettivamente
molto semplice e si puo farc VOPlllCaAdO le eq. (2.11) direttanen -
te. Si ha 1n£att1

w0
qu 245 °4;
o . L
(Tale uguaglianza si & dttenuta usando 1'identita (ﬂi6)).
Pertanto

.Z{.. ?E *—:ZGWL‘&,L?X" LU x i?}__‘):
3 04 "k >q5

2
P | s~ D% T
=Z(E X .2 ($wpoc ))=2 F. 220 4+ 2=
2gq. 0 P 0
i %% i I
(si noti che 4. ox¢ = EZ:;C ) r . B >
di 24, 249 v o
=7 F.oxc
Ponendo per comodita CQ b 5 che chiameremo componente
generalizzata delle forze 6\3
otteniamo

)

at q. 2q. * QO @12)
3 3




sse sono praticamente le cquazioni di Lagrange. Se come abbiamo
Fatto precedentementc consideriamo il caso in cul le FL 50N0

conservative otteniamo:

09 2X, 09, 95
Quindi sostituendo quest'ultima espressione nella formula(112)
avremo:
? 2T v D orm oy PN
. = & - 2L - 2=V (2.13)

dr 9613 961) "aq) B&‘d

Darta ora ricordare che rP V L, e che 11 potenziale \/ ¢ indi~-
pendente daw CIQ.: \/(X )= \/(x(q/{-)): \/(q/{—) pe:r‘ poter scri-
vere
d oL 2L
3. g B
9, a5

Abbiamo cosl dimostrato che le equazioni di Lagrange possono s
sere scritte utilizzando coordinate gemeralizzate, che come sap--
piamo semplificano notcvolmcnto i problemi di meccanica. Da no--

tare ) a questo punto le equazioni (2.10) e (2.14) hanno la stessa

Forma, qualunque sia il sistema di riferimento scelto.

Prima di concludere vediamo quali sono i vantaggi ottenuti con la
formulazione lagrangiana delle cquazioni della meccanica.
/1? Le equazioni SONno scritte in tormini delle sole coordinate ne-
ssariec per descriverce il motu del sistema. Non ci sono quin-
di coordinate sovrabbondanti, né reazioni vincolarifw! '

2) Le cqua21on1 hanno la stegsa forma lndlpondentcmentc dalla scel.-

B U R— . NN

ta delle coordlnate lagranglane, ‘Hon ¢'e quindi il problema5

delle forze apparenti (come vedremo di cssc si tiene conto auto-

i

maticamente, vedi Problema 2). |

N I f t C ] ‘k(,

. Aian o e P
ALY . 8 D ’ e - X
i
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3) La schematizzazione del rroblgma el rldotta alla lct TMIHdZLOﬂu

dl una sola funzione scalare L, che Loﬂtlkﬂﬁ in p LlCa tutte

l; 1nformaalonl sulla anamlcu dc‘.Jl LLMQ 1n esame. Le equa-

zioni del moto si ottcagono da essa pur ggﬂp15cgngqr;yggﬁong,

Per vederu un'lnmcdlata applicazione di quanto detto sopra ri.--

solviamo il problema n° 1 con 1l metodo lagrangiano.

Problema ne 1

Un punto matcriale 1? ¢ vincolato a muoversi su una clrcon.-
ferenza di centro C o raggio M. in un piano verticale.

l'equazione del moto di I? nel caso in c

Scrivere
ui il disco ruoti ris spet-

to al diametro verticale con velocita costante €U
ya /!“

Soluziong:

prima di effettuare i calcoli relativi al problema convienc nota -
re le cose seguenti:

1) gradi di liberta del sisteoma: ¢ U0 solo in quanto il moto Ji

rota21one attorno all'asgc Z é fis

satu ¢ basta la posizione
di E sul cerchio pern 1nd1v1duarc la posizione di.E

2) la coordlnata Jagranglana pLﬁ convenicnte & 1?&pgolo4€§ (vedi
flgura) -

3) per scrivere le cquazioni di Lagrange dobbiamo esprimere per-
tanto la lagrangiana L_ come funzione di 9 e} 9 .

L'espressione di Eﬂvln coordinate cartesianc relative ad un

siste-
ma di riferimento incrziale ¢ la seguente
Ve A1
lT‘*:i.’hn.,(X—t-y + Z ) (2.15)
2
Bobbiamo dunque trasformare questa espressione in una funzione
di e 9 + Tale trasformazione si effotrua nella seguente maniera:



.

16
R4

X = 2cosB CoSex % = Q,OOS()Q¢v\q Z = QLSIW‘Q

Vs

- [

.2 2 -2 7 kS z 2 ) 2. 02 B
X =N o onx o O 4 n, b C/uazq %WM,?Q'}'Z)?JD(OFWO\UU”\(!-

r 2 A 2 L 2.2 . . .
)/ = % é;%vn»e o+ U CFFQ Cc}u(— 2 er{)c»&@ A o o

2 S 2,
25« P D et

da cui sostituendo nella (2.15) otteniamo l'espressione dell'chner
gia cinetica in coordinate polari
*

2. L2
T = i’.w\,(a, et + 250 )/ o =00 (2.16)

(Questa & l'energia cinetica espressa in coordinate polari quando
L & costante (come nel caso del nostro problema). Se invece fr
fossa variabile 1'espressione pit generale dell'energia cinetica

sarebbe
2 2.2 2 zéz)
To L (AW + &0 + 2 |
2.
Dtaltra parte si ha ovviamanteo
\ = mon sind

A questo punto basta applicare 1a (2.14) del § 3 ¢ 1e equazioni

di Lagrange si ottengono per semplice derivazione

BL _ a2 '@-‘:z-i»&algmeme_m%mmO
20 7 2P 2

LY

2
/h»’z,z(‘) = ~WWLZO< s b Qﬁ@-—va%/b w)@

4

v .
da cui ricordando ancora una volta che « = W o= costante avremo

definitivamente

+ D o0 4+ oD b = O
e

Come si pud notare le equazioni di moto del problema 1 e 1' sono

>

identiche. 8i nota altresi che il metodo lagrangiano & estrema-.

‘mente pil semplice dal lato concettuale in quanto una volta SCrit-.

to i1 valore dell'energia cinctica o potenziale si tratta di effet-




¢ - 17
§ H
§
'SQ}§ tuarc semplici derivatce per ottencre l'equagionc di moto.
‘J\f In partlcolare 11 problema delle forze apparcnti e delle rcazionl
O, ¢ Vlncolarl Chu compllcaau CuﬂSlugTQlem;Ytp 1lc equa41on1 di moto
! nulla formula21ong 1 /tonlana e tUL&lWLnLL Jupprato.
; :
: 4. Porze apparenti ¢ coordinate lagrandgianeg
: Digscutendo della formulazione newtoniana dell'!equazione del
’ L moto di un corpo abbiamo parlato delle [orze apparenti. Sorge a
ﬁ questo punto una domanda. ando 10 “quabl@hl di La;ranJu dovg

vanno a finire

R

¢ forze appwrcntl qUQiL

la forza centrifuga ¢ 1la

forza di Coriolis? Possiamo rispondere o questa domanda conside
rando wii sistema di riferimento incrzicd&:GL, ad uno non inerzia-
le GL che si muove rispetto ad esso con velocitd angolarce O

costantcn Le forze apparenti si possono ident

ificarc confrontan-

do lc Lqua21ou1 dl Lajru o CTlLLQ nel due Olstpml dL TLfLTlmCﬂ-

Lo. Sc, X , )/ 2 S0010 lp COOTGlnMLL di w punto rispetto ad Cﬁl

ed X ) >/ ; Z le¢ coordinate dello stesso punto rispetto ad Gl .
; si avra
i
. . ' P i ¢ \, T
X = X'Cm036~«y’9mdu)e I3 /V”“‘ ““LJeh{/ }
f . = : i)
)/1: “ (m(»)t + x st VY Lot PN {',“ \/)/}
’ z=2'

¢ quindi

! = ok (K- y'e)= smwb (wx'+y')
o wt (y'+ Xw)+ avwt (%' \3’&))

k3

oS -
i

4
Z

N -




Per scrivere le equazioni di Lagrange rispetto alle coordinate X
1 i . . . . .
.y L e X, g’,z dobbiamo esprimere l'energia cinetica 77 come
. . . ' v i i .t L .
funzione di x 'Y sz XL Y L2, e x| y ozt X', vy oz ri-
spettivamente. ,Nel sistema inerziale (R si ha ovviamente
M ‘ AR '2_)
} = L Yy C X T4 Y+ 2
)
n
D'altra parte

PN ( k’-y'wﬁ- wntob (u>x’+—y”)7l,go>>wt sl (A=Y w)
<Xw+y(>

‘é et (5 x w) ot (x— w) )2 ot wmwol (_j +X a)

(- wy")

. . Z
ZZ: Z’

da cui
X2+>;7‘+ zt - (% y’@)2+ (9'-4—x'w)z+ 2’
= x'?y y'zcoz“»l ily'wﬂtj’i x’zco?’—e-iljz&'w+ '
Pertanto si ha anche

T= Jm("z g2 )+Ww(>¢>< xy)+—2-mm(x +y'?)

)
Se scriviamo ora le equazioni di Lagrange nelle coordinate X Y

abbiamo che le Forgze apparenti appdlono tramlto lo dorlvato

aull'energia cinetica rispetto a X y '2 ¢} % y '1nfatt1
si ha
m L 2
ot - MWY "+ MW
R

da cui si nota che i1 primo dei due tormini, € metd della forza

di_Coriolis mentre i1 sccondo termine rappreosenta la forza centri.-
2o wOT10l3s

fuga. La rimancnte parte della forza di Coriolis 1a otterremo
e POI
derivando l'energla ¢inetica rispetto a X e rlspetto al tempo,

d 9 _ WX = Am )-—mi{’-w"
B OUC( J 7

102 tenmine rapprecsenta la scconda parte della forga di Coriolis cer.

cata)., A questo punto ricordando 1a (2.14) aex § 3 ¢ notando che




N

S~

p—

V = 0 potremo scrivere:

"o

MY = ’WHA))/ +"mw)< +"MUO)/

2wmy meox (2.12)

l'equazione (2.13) ci aa un'espressione completa delle forgze ap--
Parenti cercate. g facile riconoscare nei termini di destra

della (2.13) 1'es spressione della forza contrlfuqa Nmu) x '’ e

l'espressione della forza di Coriolis 2w Q)y + Un risultato

simile si ottiene anche derivando rispetto a y e y Allo stesso
modo si pud discutere la Fforza apparente dovuta al fatto Lhe un
sistema @i rlferimento (R 31 muove di moto traslatorio con acce..

lerazione Q. rispetto qd un sistema inerziale d? (v. Problema I).

5. Potenziale generalizzato

Hella formulazione newtoniana, una nuLLvole empllficaélone

del problema 51 otLlene quando le forae SOno - conservative, ciod

derivano da un potcnélale V

F‘:—-—-@-l/
‘ DX

Tale proprietd si mantiene nella formulazione lagrangiana. Dalle

(2.19)

equazioni (1) segue infatti che anche le Forze generalizzate

derivano da un botenziale

Q\" F; ?.._)i('. :—-’a\/
) 29; 29;

La formulazione lajranJlana offre’ i1 vantaggio di poter introdurre

(2.20)

un potenziale anche in cagl plﬁ generali, in particolare quando le
forze dipendono dalle q Infatti una condizione sufficiente pexr
introdurre 1la lagrangiana ¢ che le forze generalizzate g% Possano

scriversi nel modo seguente

Q d oD 20

(2.21)

V=0 (q, Ci t ),

In questo caso infatti le equazioni di Lagrange

—
——— [T ——

b 343 acq

dove L) ¢ una funzione di 9. q t




e

- 20 -

A 0T 2710 _ P00 U
4 T -g .4 -

(2.22)

possono scriversi, nella Forma

‘_d,. f_b_l—_ - ?JZ =0 (2.23)

Ak 04, 29
pur di definire

L = TP — U (2.24)

BE' chiaro che l'equazione (2.21) contiene come Caso particolare
la (2.20). Basta infatti che la ) non dipenda da q. Otteniamo

pertanto una generalizzazione del concetto di potenziale.

Un esempio molto importante in cui si utilizzano le eq. (2.21) &

dato dal problema seguente
Froblema

Mettere in Forma lagrangiana le equazioni di moto di un elet.-

tyone in campo elettromagnetico.

Soluzione:
le equazioni in forma cartesiana sono le seguenti
(B« EaB)
.t . \
- = = — /\ N £ [ ‘,l\l,\,p( . ,/} Mo
mx [ + e S J¢ - i
Non & difPicile verificare che la forza };~ pud essere scritta nel-

la forma seguente

_ 4 2 ? = N
*_\ — +Q’(OT/€_ %w):(-L-— 5—-;[)((?(X(IC)+%V’A(X/&>> (2.25)

~
dove (P(X,£> » il potenziale scalare e A\(X,Q) & il potenziale
vettore.

Tnfatti dalle (2.25) si ha

-~ 5 VA L " ~
Fee 2E 8800, 2V Ay =
X o dk C 7 ox
o A0 e A2 g W
ax. ¢t e Ty € 2%




21 -- '

e non ¢ difficile riconoscere nei primi duc termini la Porza do.

vi.ta al campo elettrico

; -&EL‘:'—@[s?fE_;.‘L
IR

e negli ultimi due termini 1a Forza dovuta al campo magnetico

- ) = e 0
'Q(W\B>« = ‘Q‘QV’\%tAL': "ﬁegﬂaam, e'axA

-

/¢ < <N _
= -2 0y Oem* gllrv\, oflb)v(’. % AJ" -
™
> .
= —¢ ( Yn1”"‘ A( - W i ./\hm )

Pertanto le equazioni d1 un elettrone

romagnetico
) ‘ a4 2L 2L ~pg .
: si possono scrivere nella forma - 3. — =0 dove

L=T-U U_—_ﬁe(c?+g./2\7)

i Tali equazioni restano invaria te anche scrltt  per cooldlnate

: lagrangiane generiche 9, . non neccharlaanLc carte51ane. Basta

§ ‘per questo verificare che la proprlctd (‘ 2)) si mantlene anche
Z per coordinate generalizzatc.

Qe R (A W B Vo _day ow
9 295 Cdb ox axo J2q; 4k \ox; o9,
W A ox a0 ox _ o d U 2%\ 0 9%
% Ak 2q), IX29;  db O 24,/ X 29,
WX 4 U U

XX
avendo usato le relazioni ?x"/?)c; Dx /faéi, / jt 0q BC] :
J

Teorema di Larmor

La possibilita di scrivere le cquazioni di una particella

carica in un canpo el~:tromavnetico, in coordinate lagrangiane

e e e e

permette di fare fac 1lneut camblamenti dd riferimento e di. sem
plificare la trattazione d1 alcuni problemi di elettrodinamica,

Soprattutto le diffi oqQlta Pratiche derivanti dalla trasformazione

f

. : ¥

dei campi elettrico e maqnetl;o nel passaggio da un riferimento fj
(

!

ad un altro sono, in tal modo, automaticamente superate. Comg per

%

e
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-

(i1 caso delle forze amparontl, della traJEormazione del campo e-.
I e N

,;lettromagnctlco da un r1for1mento all'altro si tiene automatica.-

zm01te conto esprimendo la lagrangiana e in particolare 11 poten
\21ale elettromagmetico U in funzione dgllo nuwove coordinate.

Come esempio consideri iamo 11 problema segucnteﬂ
Problema n° 3
o g4 9

tud are 11 moto di una particella carica in un potenziale
centrale in Presenza di un campo magnetico uniforme costante; per
emplo w elcttrono in orblta*legatd‘attovuo ad un nucleo in pre-

senza dl un campo magnotlco unlforme e costante H

Solu21onc.
la ﬂassa del nucleo & molto rilt grande di quella dell'elettrone&:qu‘
x|£vgﬁgoéon ottima apprOSSJma21one essere considerata fissa. La
lagrangiana si riduce dunque alla lagrangiana di ﬁn elettrone in
campo clettromagnetico
, -
L = T- V(’L)-;‘ LU A } (V= polemiizse
toubovabiawo )
A questo punto & utile s cogllere le coordinate nel modo pitt conve-.

niente. E' chiaro che la presenza di un campo magnetico unlforme,
riduce la simmetria dcl pTODloma da errlca a c111ndrlcanm Sceglie~
remo pertanto come aqde Zz 1la leGZlOHQ del campo magnetico e le
coordinate polari nel piano perpendicolare. Descriviamo pertanto

il moto dell'elettrone mediante coordinate cilindriche definite da:
PCA‘)O) Y= P oD
Zz=2

Si ha allora

Vi = 6'76059‘?5"“9 0, V= ,639’\‘546--%?9(,—,8} \/2:2',
. ‘ . /
\/2: €z+ PZOZ““ZL ] \/('L)z\/(P,Z.), n o= ,{32+22
> 41 ; : 2 4 by g ”T
\/,A:A}EHO)/xwz Xy = 3: o P 9/ A= ZX/\ o




> da:

Quindi 1la lagrangiana diventa

| = %qm(é%bz +f O ) V([l) lé H°F2g

Abbiamo tre coordinate lagrangiane ,F’ C)y Z . L'equazio
ne lagrangiana per 9) diventa
4 2L _ AL _
20 20
cioé
2 /A e #/

20 o et (b 2t ) = eolants (2.27)
20 ! 2me :

Ltequazione (2.27) dice che la costante doq moto non & la compo

nente del momento angolare orbitale lungo Liagge z

La= s

na la somma

| ftﬁtivqﬁpaz
yn ¢
Ritorneremo in seguito sull'interpretazione Fisica di tale risul .
tato. rer ora cj limitiamo a psservare clic 1'effetto del campo
magnetico ¢ 1o stesso (i qdpllo chie sl avrebbe aggiungendo alla
velocitd angolare orbitale @ la velocitd angolare W, =e Ho /427W
Per capire meglio motriamocf in un §i§£gggwg¢”rlfex;mento_gug

e e e e i

ruoti rig petLu al 1rvcodentc cot VOlOLlLa anqolarc (J Cid e

. 1
qulvale & passare ad un nuovo sistema di c0u1d1nate lagranglane( )

fep .,  aes p'- 6. eHo ¢ (2.27)

2rmc

Nelle nuove coordinate la lagrangiana assume 1a fopma seguente
/ ! { / I~ o oy v o
L (P)O/Z’):L{\P(P,O;Z)/ 9([{:,./\)/2/\ ”'(P/Q/Z//’

</ 122020 -2 ‘ot ! Iz J\Z
= ;Lyw/<!0 +PTh 2 )~ \/(f)/z ) - PRI
z_ !

(1)

Il cambiamento qi lifgrlmenLoAnou sarebbe state—alircrtanto
Facile nella fornulaz LOﬂG newtoniana, La tp rasformazione del
campo magnetlco rlCUlLQC 4pquaqto ca SO molca dttonZJO e come
sara chlaro in ‘sequito. I




)
Il fatto che la variabile O . come succadeva precedentemente per

] o
i 9 » non compaia esplicitamente in L implica che la quantita

/ .
) 2!:.. = ’W‘(OIZQ

207

¢ una costante del moto. In tale riferimento & dunque 1a componLnto

Z dcl momento angolare orbitale non dipend ‘WLWEQNBQ; Inolch

N - . ! /
l'cffctto del campo magnetico si ¢ ridotto al termine = m FgédL
<

che pud essere conglobato in ¥/, La lagrangiana portanto assume

la stessa forma d1 quclla 11 asdguaa di campo magngtico.

Vodlamo d1 cap re moJlJo cosa @ Jucccsco.m;li termine ”4P OJ
¢ essenzialmente la Forz a_apparente conLrlpuJa covuta al fatto
Che 11 nuovo ﬂl‘tnma dL Coordinate non ¢! 1ngrz1a3$1' L'altra for .
«g za apparente7 cioe ld forza di FOPIOLJ“ izyh;zA U) o proprio‘g
e VQQrv1La ad annullare la Forza dovuta al campo magncLLco Q»V/« F‘ .
La frequenza (JL_ ¢ stata scelta proprio per oLtonerc tale effet--
to. E' questo un risultato intercssante: pur di mettersi in un
riferimento opportuno si pud annullarce..'effetto del campo magne-
tico mediante la Forza. apparente di Corioiis.
Per concludere le equazioni del moto sono essenzialmente le stess
di quelle in asscnza di campo magnetico, con la sola aggiunta del.-
la forza centrifuga Wﬂ(f &h? - Essa pud essere considerata come
derivante del potenziale cantrifugo
\/ _ ..L 12
c = 3™FP

€ quindi equivale ad una videfinizionc ai V.

Vo> \/~+\/C

In effetti, in molti ca°1 d] 1nLer se tiglCO come ad esemplo per
un elettrone atomlco v & molto plccolo @ pPud esscere trascurato
con buona appr0951maz¢onc. In questo caso la discussione si sem-

plifica e il risultato ottenuto Pud riasswnersi dicendo che 1'in.-

I,
T troduzlone d l campo magncLlco ha csscn21almgnLe 1 cffetto di far
bairblafc la velocita anqolarc QLll’OthtTOﬂL dtlta quantl a CJL

Abbiameo visto infatti che i1 moto dell'elottrone resta inalterato
pur di mettersi in un sistema che ruoti rispetto a quello consi.-
derato all'inizio, con velocilta angolare (ﬁl . Di tale Fenomeno,

in apparenza difficile da capire, si pud dare una spiegazione [Fi..

sica pin intuitiva e meno formale. 35i poensi di avere un elettrone




SO AT

in wtorbita circolarc ¢ di fFar nascerce lentamente un campo magne -
tico Ho uniforme, dirctto come ltasse z . Il momento della forza
di Lorentz dovuta ad Ho, ¢ nullo rispettlto alllasse z @ sembra stra-

no pertanto che la componente del momento anqolaro rispetto allo

assc & possa camblarg dal valore iniziale (Mf) @ al valorc fina
le anZ@)~ — > . In effetti nel processo di Maccen-
2 &
sione" del campo magnetico, 1l flusso del camyo magnetico attra
..... mmy e T

verso l'orbita circolare varia, dando IUOJU ad un campo elettrico.

I1 momento dgila furza Qovuta dl campo LlLLLTlCO nort & nullo 1i--

gpetto alltasse Z ¢ 1l suo [futto &) FTODFlp qugllo dL Cdmbldfu
i1 momento @ngolare dell'clettrone.
tto che

oatante del moto sia

fa

,' '|
la quantita wp (U~ SJLQ ) e non h«F O sta nel fatto che. ad




h CAPITOLO ITIT

EQUAZIONI DI HAMILTOW

1. BEquazioni di Lagrange e momenti coniugati

Lrutilita della formulazione Lagrangiana & stata discussa
nel capitolo precedente. Ora ci proponiamo di discutere 1L'in-
terpretazione fisica delle equazioni di Lagrange. Tale interpre-
tazione diviene particolarmente semplice nel caso di coordinate
cartesiane inerziali (v. Capnjf § 2 ). 1In questo caso le equa-

zioni di lLagrange si possono scrivere anche nella forma seguente

_ oL (3.1)

XK

4 p.
CLEP‘L

dove

2L
Bxi

]

=

¢ proprio il momento della quantitd di moto. In questo caso, le
equazioni di Lagrange traducono il fatto fisico che la variazio-
ne di quantita di moto & dovuta ad una forza ‘QL./LB><L . Cer-

chiamo di mantenere tale analogia anche nel caso generale, defi-

nendo come momento coniugato alla variabile q. , la quantita
4

p. = 2L/ g, . , (3.2)

Lle equazioni di Lagrange assumono allora la forma seguente
29,

e si possono interpretare dicendo che la quantita’al./ﬁaqi ha

d 5. -
yy P. = (3.3)

per effetto una variazione rispetto al tempo del momento Ft '

in analogia col caso newtoniano.

Non sarebbe giusto, tuttavia, ridurre tale analogia ad una ana-
logia puramente formale. Come vedremo meglio in seguito, essa

ha un significato fisico piu profondo e traduce importanti pro-
prieta del sistema come le sue proprietd di simmetria etc.

Prima di entrarc in tale discussione vediamo su esempi concreti




il significato fisico delle quantity Fk e :91—/5q,

Esempio 1. Studiamo il moto di una particella di massa m sogget-.
Lo ad un potenziale centrale V=V(T). Fer concretezza

ci si pud riferire ad un clettrone soggetto al potenziale coulom-

biano v(#%) ::;?23/4L del nucleo.

Il sistema ha simmetria sferica e rertanto conviene descriverlo

mediante coordinate polari sferiche o, 9 @

g -~

x«’b%vvx@ilmtp Y= im0 C}{p 2= cosB

Come gid abbiamo visto nel capitolo rrecedente, l'energia cine -

tica assume la Fforma seguente, in termini delle coordinate lagran..

+

gianc ’b/e/(-f’.,’iz,@,({’

T :(Z,m,(q, -t.rz,@+’7,$mq,9q> (3.:1)

Won ¢ difficile determinare i momenti F;J Fb , ER? coniugati

alle variabili Qv ¢] /(P

p.= 9L _ sy (3.5)

2 - .
PCP: = MU Sm O ¢ (3.7)

L'interpretazione fisica o abbastanza ovidente, Pr Puo inter-.
pretarsi come momenta della quantita di moto radiale e P@ ¢ la

componente z del momento angolare. L'cquazione di Lagrange rela-.

+

tiva alla coordinata qD

Lo o
p(? BCP /

traduce il fatto che i1l momento delle forze rispetto alilassc gz

¢ nullo e pertanto la componcnte z del momento angolare ¢ una co-

stante del moto

PR ‘ 2 2 s
Li: o svv\@c{):cﬁw{t = M Svn O, P,

(3.8)




I1 problema si semplifica se si sceglic l'asse z diretto come 1l
-y
raggio vettore . (0) al tempo t=0. In tal casc si ha éi =0 e

quindi la (3.8) da

Li‘: (,(7‘)(: '::O

Siccome la  (3.3) deve valere ad ogni istante, 1'ammullarsi di

: 2 - . . ' .

) q}'§Wx9tP ad ogni istante implica che P =0, cioc CF = costanta.
Il moto si svolge dunque nel piano (e = cost. Con tale scelta

g di ccordinate P@ diviene il.momento angolare relativo al molo

piano della particella. L'equazione di Lagrange relativa alla

coordinata E) esprime allora la costanza del momeinto angolare

2 ‘ .
o= v (essendo P = 0 )

oS

Ao =3k D ed
At 20

In effetti BL-/ibé da 11 momento delle forze rispetto ad un

asse perpendicolare al piano qD = cost (piano del moto) e il
suo annullarsi implica che il momento angoclare & una costante
del moto

Py = w0 — ot = L (3.9)

Concludendo i momenti coniugati alle coordinate polari CF «] é)
hanno una diretta interpretazione Ffisica in termini di COompo

nenti del momento angolare e le derivate della lagrangiana rigpet..
to a q) e B corrispondono ai momenti delle forze. Le equazio-
ni di Lagrange esprimono in questo caso llequazione cawrtiinate
della meccanica relativa al momeinto angolare.

Il moto di una particella soggetta a forza ceantrale ¢ dunque un

moto piano con momento angolare costante. B¢ questa essenzial..

mente la seconda legge di Xeplero relativa ai moti dei pianeti.

Sul moto radiale ritorneremo in segquito.,

Esempio 2. Un caso particolare delltesempio 1 & quando gid in

Partenza si sa che il moto si svolge su ua piano, ¢
il potenziale 2 centrale. ‘

{ Introducendo coordinate polari piane ,
b P b | b

S yonind

si ha




Lo
LN

.2 2 A2
; Te 2w (*+267)
| - 2

e 1 momenti coniugati sono

pY:w«,!%,:) pez ’mrz,zG

™t

E' facile riconoscere in P@ il momento angolare. L'equazione
di Lagrange per B o
4 L
de To= 35
e di nuovo se il potenziale non dipende da & , DL-/t)@ =0, o

il momento angolare ¢ una costante del moto,

Meno diretta sarebbe stata tale conclusione nella formulazione
newvtoniana cartesiana., Supponiamo di sceglicre 1l'asse g normale
al piano del moto e indichiamo con MZ il momento delle forze

relativo all'asse gz:

| - : > >
| Mz:‘@AF)z:xﬁu”Xﬁ:(‘ﬂ; X’“;u)v

w7 Y 3 2 Um0 })]
oD — — o+ = S nwep( = =+ 22 Ly
[”’ (sz T IX. 28 - <"a><437f 2x, 30

=

. B} ;

00 B@)B_\/wm<§i+_{(& <V

= mb —= - b 2 = |
= 1 (s b - WL v e

2
20

Abbiamo cosi ritrovato il risultato della formulazione lagrangia-

na: se la forza deriva da un potenziale, 11 momento della Forza

rispetto all'asse normale ai piano del moto ¢ data dalla derivata

del potenziale rispetto a 9 .

Un risultato analogo vale anche neil caso tridimensionale. Se si
T » scelgono come nell'esempio 1, coordinate polari sferiche ﬁo 9,<?

il momento delle forze rispetto all'asse z & dato dalla derivata

. %
del potenziale rispetto a CP (*)

: ) Ltidentita ) P 2

X, T - Z~ =
1 ax, X, o

sara molto utile guando si trattera il problema rello schema
della leccanica Quantistica.
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) Ehe Dy 2 W 2V (3.11)
M, = Kﬂ‘i“xl“'ky‘ax;v X‘EZ,/‘\/ 2p

I risultati (3.8) e (3.11) non soro totalmente inaspettati, ia
quanto traducono rrecise proprietd di simmetrie del sistema.

Ad esampio se il potenziale ¢ indipendente da 9 , 11 sictena

ha simmnetria di rotazione attorno alltassc z ¢ pertanto la forza,
aveido direzioue ortogonale alle superfici equipotenziali, & di
retta radialmente ed ha necessariamente momento nullo.

L' intercssante notare a questo punto che il coatenuts delle eq.
(3.8) e (3.11) & piuttosto riposto nella formulaziocue newtoniana
cartesiana e divienc iavece trasparcite nclla Formulazione la-
grangiana. Cio & dovuto al fatto che per le particolari propric-
td di simmetria del sistema le coordinate cartesiane non sono le
pin adatte. Coordinate pil intrinseche al sistema in esane,qua-
11 le coordinate polari sferiche o polari piane , permettonu di
descrivere in maniera molto semplice le proprietd di simmetria
del sistema o le loro notevoli conseguenwue fisichc.  Pertanto
1tintroduzione dei momenti coudugati P9 , P%) va assal oltre
la ricerca di un'analogia formale con lo equazioni di dewton.
Essl appaliono conme le variabili dinamiche pib adatie per caratl.-
terizzare 1l moto del sistema.

Bsempic 3. Come ulteriore esempio riprendiamo il problema di
una una particella carica soggetta ad uan potenziale
ceulombiano e ad un campo magretico costante (teorema di Lainor,
cap. L § &5 ).

In coordinate cilindriche f, O/ . la lagrangiana &
] 2 2@2 .2 e 2 ‘
erm(?+(3 +2)~V(F,2)_EZPHOO

e 1l momento coniugato alla variabile 9 &

pp = mp? (8- =)

2mc 7

Ricordiamo che {)9 ¢ una costante del moto e differisce dalla
componente z del momente angolare. A prima vista, Pe senbre--
rebbe avere una interpretazionce fisica meno diretta del momento

angolare e quindi 1'introduzione della variabile P@ potrebbe



sembrare un trucco puramente formale. In offetti, abbiamo gia
discusso a proposito del teorema di Larmor sul significato fisi-

co del termine Q.FQZ“L e sul fatto che & la quantita FZ che

caratierizza il sistema particella + campo magnetico (i1 momento
angolare orbitale si riferisce solo ad una 'partd’ del sistema).
E' infatti PP @ non il momento angolarce orbitale che o wa co-

stante del moto

d Py = ok o, Pp= et (3.12)
Ak 20

Anche in questo caso, pertanto, 1l momento coniugato RS si ri..

vela una variabile pidl adatta per caratterizzare il moto del si..

stema che non il momento angolare ordinario. Di nuovo, 1'uso

di coordinate pidt intrinseche al sistema ¢ alle sue proprietd di

simmetria, ha suggerito, tramite la Formulazionc lagrangiana,

1'introduzione di variabili dinamiche piu adatte al problema.

2. Variabili cicliche o ignorabili, momenti coniugati

Dovrebbe esscre evidente dagli escempl discussi nel paragra-.
fo precedente che i momenti conlugati P{ rappresecittano varia-
bili dinamiche di notevole importanza fisica e che quindi la lo--
ro introduzione non si riduce ad un trucco formale per ottenore
un'analogia con le cquazioni di Newton. Ora vogliamo discutere
pilt in dettaglio la relazione tra momenti coniugati e propriecta
di simmetria.

Una caratteristica generale incontrata negli esmepi precedenti
@ che se la lagrangiana non dipende dalla coordinata lagrangiana
9: il relativo momento coniugato Fi,E’aL//DC%{. , 2 una co-

stante del moto

d oL N = {
@ = —= =0 P = oot (3.13)

(una variabile Q£ ; che non compaia nclla lagrangiana, viene

chiamata variabile ciclica o ignorabile). HMon & difficile veri.-

Ficare sugli esempi precedenti che l'eq. (3.13) traduce una Lro--

prietd di simmetria del sistena. tHell'esempio 1, 1l'eq. (3.13
P
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o (3.0) corrisponde alla simmetria per rotazioni attorno allias-
se z, mentre la (3.¢) cquivale alla simmetria per rotasioni at..
torno all'asse normale al piano del moto. MAnclogamente lc edq,

(3.10), (3.11), (3.12), traducono equivalenti proprietd di simme
tria di rotazione. In particolarc la (3.12) csprime matematica

mente 11 fatto c¢he 11 sistema ha simmetria cilivdrica. In con-

clusione; possilamo notare che la conservazione della componcate
o

7z del momen angolare ¢ strettamonte legata al fatto chie i1 si--

N .

stema ¢ iuvariantce per rotazioni attorno all'asse z.

Escipio 4. Vediamo a quale legge di conservazione porta il fat.

to che la covordinata cartesiana X1 & ciclica o
ignorabile. Per concreteszza studiamo 1l caso molto semplice in

cul un punto materiale di massa m ¢ soggetto ad un potenziale in..

dipendconte da Xy v

‘.2 *2_ '2,
L= :\Z,w,(x‘+xz+x3) - V<X1,X3>

th
i
3
X -

§i ha immediatamente che P)> 1 2 ouna costante del

mnoto

N
o)
™
!
(&

I

—_— Pq =

M

Q)
X

1

L'invarianza per traslazioni ncella direszionc ><q , porta dunque
alla conservazionc deld-memento della quantita di moto nella di--

’

rezione Xy -

—

In generale, possiamo concludere che se una variabile q. ¢ 1w

gnorabile, 1l sistema ¢ invariante per trasformazioni: q, 29, +4
qj.ﬁ qs ; 3 + 1 , Clo¢ & invariante por “traslazioni? ri.-

spetto alla variabilc cﬁt . Nel caso in culd <a£ sia una varia -

bile angolare ( & o ? ) tali trasformazioni
C— . 3.14
q'(_ ? c.'I'L + A ( )
corrispondono a rotazioni (v. Esempi 1, 2, 3). el cazo in cui
qg sia una variabile cartesiana le trasformazioni (3.14) sono
traslazioni propriamcnte dette,

Ritorneremo in seguito su tall proprietd di fondamentale dinpor




tanza per la fisica classica ¢ soprattutto per la fisica moderna.

Per ora, ci limitiamo ad osservarce come i legami tra costanti
del moto ¢ proprietd di simmetria siane agsal piv ripoesti ¢ meno
apparenti nella Formulazione newtoniana cartesiana (si veda 1'c.-

sempio 2 del § 1),

3. Fuanzione Hamiltoniana

81 ¢ visto nei paragrafi proceden integrali primi clas.-
i sicl quali il momento angolare, il momento della quantitd di mo--
to etc. sono descritti dai momenti P, = blw//gﬁ(, ; coniugati
alle variabili lagrangianc 4. - Vedremo ora a cosa corrisponde
1tintegrale dcll'energia,

C minciamo col far vedere che s~ la lagrangiana non dipende espli.-

citamente dal tempo la quantitd
S (3.15)
H=2 p.q.- L

¢ una costante del moto. Infatti

A (dp ). S /N
/,I;EH "(A—Z Px)qb+P\ q» — 1 BC}qu 2k

1

4 oL oL g ok
Tk g g )0

Pertanto se valgono le cquazioni di Lagrange

oL

Ay = (3.16)
{ Ak >t
| ¢ se be/?t =0 si na
L{ = costanto | 1 (3.17)

[ Vediamo su alcuni csempi coucreti il significato fisico di 1l.

Lo Esempio 4. Consideriamo un punto materialc soggetto a forza e
‘ lastica KX (oscillatore armonico). S§i ha facil.

mente :




P e

P =25 - wmx

2 X
- XX — s Lkt Lex -
H= mxx Lﬁzmx«c& =

dunque H coincide in questo caso con 1l'ecnergia del punto mate-

iale ¢ la sua conservazione & una conseguenza del fatto che

la lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo.
udiamo ora wia particella carica in campo elettro-

'ico,Comc abbiamo gia discusso precedentcementce
la lagrangiana &

L= I‘m@‘f“’&lﬂ“ "f)* e (¢x) - Km) |

<y

Pertanto si ha ' Joew b andio e

Pti?—%f :’YY\>‘<{+%/‘\1‘
H:‘:ZPLQL*L:ZMX"f‘»g—\;"?"‘lh’lz;((}'+
N L2
+Q(c(>(x)~~c\i‘/\): ZE"YY‘X,;ﬂ-ecF
2
= _.E}‘_ + QCP(X) (3.19)
2m

Anche

_in questo caso 1l coincide con 1'energia totale delly. par-

ticellq, (energia cinetica + energia potenziale ¢y,

Esempio G. Un caso interessante o quello studiato nel Problema
1' del Cap. 1I. La lagrangiana ¢

™ /7‘(2\‘2;\—3(—)4-'12[58)—» MA L Sim D

Mmoo o+20 ) Mg S b

. . o N
coniugato alla variabile O &

Pertanto si ha




Y

.10 -

[68)

2 2 A2 v 2 .
H:: mnr O - J‘m’&@ ~J-mn,zc( W?Q .;,m%'z,ggr)@ -
2 2
. 2.2 !
S_Lmzl@zu-é%%o(mzﬁ-f—mgmam@ =
2
P

. .2
= 8:_ + man sim O z‘/ﬁmmzo( )
2me

2 2 by
T+ V - mrP& b

(3.20)

H

L'llamiltoniana differisce dall'encrgia del punto materialq’risvet~
. D cL . o nZ L 2a

nerziale K per il termine ML ooy T,

2

[

T

0 a l si

toma
23 CCm

i

%]

In effetti, siccome la lagrangiana non dipende esplicitamente

dal tempo, II & una costante del moto

2
' D2
b +W‘ﬂa't S0 - 2 &0 = ol (3.21)
2 ? <

mentre l'energia del punto materiale non & una costante del moto

dato chie il sistoma non ¢ isolato e per mantencre il cerchio a §
velocita angolare costante bisogna compicre lavoro.

Pogsiamo in realta verificarc che il termine -WnQFcQZCKEQ

e proprio 1l lavoro fatto per mantencre costante la velocita an-

golare. Usiamo a questo scopo il teorema delle forze vive
c;krp = (/14\_, (OQ: Q(/\A/u'w )

Esso c¢i dice che la variazione dell'encrgia cinetica nell'inter--
vallo di tempo dt & uguale al lavoro fatto dalle Brze esternc.

m
La variazione di , si calcola facilmente
0y . 't
2.2 : 2
d\‘T: ~-mL & e D Odtt-,tm IS 90{/(: (3.22)

Draltra parte 1l lavoro delle forze esternc o

AL = = AV +dL' - ~m%1m0 DAk cAL! (3.23)

dove al' & i1 mvoro Fatto dal motore per mantenere la velocitad

angolare costante. Confrontando le (3.22) e (3.23) ¢ usando le

cquazioni del moto (v, ]m%.16) si trova

ALl = 2w o gD D dk
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Pertanto il lavoro fatto dal motore gquando il punto materiale si

é spostato da O =-T/, 4 O & adato da
/ \
:f = ’\"{\’Lzo(z 00729

In conclusione l'equazione (3.21) traduce il teorema delle forze

vive. Laihn21one H si pud Lntbr>rctarg come l'cner ia totale
rret -I'gia total

del slstcma punto materiale + motorc., E' infatti 1'¢nergia to-

tale di questo sistema ¢ non quella di una sua partc (punto ma. .
teriale) clie si manticne costante).

La (3.21) ci dice un'altra cosa interessante. In un sistema di
riferimento solidale al cerchio 1l termine P;,/Qynzl rappre--
senta llencrgia cinetica del punto materiale, c Nngybfsuﬂﬂ
rappresenta l'cnergia potenziale dovuta alla gravita. Il termi-.
ne -%Vn»w?cr36 &2' Tappresenta un tipo di potenziale (potcnm

ziale centrifugo): in effetti la forza centrifuga che nel siste..

ma solidale al cerchio & Presente quale forza apparente pud in--
Fatti derivarsi dal potenziale \é = - J—Wn’b 'O &2

La (3.21) ci dice bertanto che nel slgtuma solidale al ccrchio,CRI
l'energia del punto materiale, definita come somma di energia

cinetica (rispetto a.GK'), energia potenziale gravitazionale ed

energia corrispondente al potenziale centrifugo, si conserva

E@\/ T(Rl+v + \/C = costantc

(E' forse superfluo notare che
D2 y®) = dm (Pl +n20%
T= 3 mlded) = dm (rawo4220%)

¢ l'energia cinetica rispetto al riferimento inerziale @3 ed

. . . . . 3 ’
¢ diversa dall'energia cinctica Tlspetto al riferimento R

T&‘: Ple/-g'yv\'bz)

Esempio 7. Per concluderc consideriamo il problema di una pax-.

ticella soggetn a botenziale contralce. Ricordando

quanto discusso necll! esempio 1 di questo capitolo abbiamo




3.12 -

| L= Lo (242202 2 sm?0 %) - V(2)

s
2
. 2 ) 2 2 .
P": ™R ) Pf): ™ 0 ) P‘?:W’L Svn GC{)
H = mnZy mn’ @2'»(- R~ S0 (éz‘..é
2 .
- %Amm S’ O gngv(»t)
IR

2 2
Tovay= LoePo o T Lvpe)

2m 2wt 2wt sl

(3.24)

‘ Anche in questo caso pertanto la funzione Hamiltoniana coincid

| con llenergia totale della particella.

e Ta——

’ Dagli esempi precedenti e risultato che la quantitd H coincide
spesso con llenergia del sistema. In effetti si pud dimostra-

re che se il legame Lra lc coordlnato lagrangiane ¢ e le cooOr-

, dlnate carte51anc non dlpende espch1tamano dal Lempo e il po

tcnz1alc non dlpendo dalla vclocxta si ha

1) \ - \/()a

bl X HﬁZF{‘E\L"L:T*—\/V | (3.25)
D X= (?) | |

PR f Problema. Dimostrare che se il legame tra lc g e le X non

dipende csplicitamente dal tempo
gqe=9c(x), xy= xe(q) C(3.26)

e il potenziale non dipende dalla velocitd, si ha l'equazione

(3.25).

Soluzione:

Dalle (3.26) si ha

e pertanto

; 0 X,
T:i z'YY\{XLZ::Z é‘('\’hk X 2% )q ﬁK

2 e 29, 2

it [
: <,
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3.13 -~

Dtaltra parte

e AW BT 4 2 X
L P NECE 995 09, K
DX, X, IX, OXp
-FM&_J —t qg>:21ﬂ _— gj ]

99; 99 29, 29,

dato che V non dipende da ¢. Pertanto

Otteniamo pertanto

H=Tpg, - T+V = 2T-T+V = TrV

. e e e e
Et interssante notare che le condizioni discusse nel problema

precedente sono sufficicnti per garantire che N coincida con

l'energia, ma non sono necessarie. Ad esempio, si veda il
caso di una particella in campo elettromagnetico in cui il

potenziale generalizzato dipende dalla velocltda e ciononostan--

te H coincide con l'energia totale.

4, variabili canoniche,

Abbiamo visto nel paragrafi precedenti che spesso le gran-

dezze di maggior significato fisico sono i momenti coniugati

. . o NTON) s
alle variabili 95 mentre le qi(sono altrettanto significa-~
tive. La situazione & analoga a quella incontrata in mecca

non la velocita}che giuwoca un ruolo fondamentale e ha pert
to un significato fisico molto piw importante (v. ad es. nei
problemi d'urto). Anche negli csempil discussi nei §§ 1, 2

& piuttosto difficile dare alle variabili 8 , #) un signifi.-




cato fisico che non sia semplicemente quello di derivate tempora--
1i delle variabili O, (¢ . In particolare le proprietd di simme-
tria e le loro implicazioni fisiche non si traducé?%h propricta
semplici delle variabili é, mentre acquistanco una forma partico-
larmente semplice in termini dei momenti P coniugati alle varia-
bili q. '
Esempio 8. Studiamo il problema di un punto materiale di massa m
vincolata a muoversi alllinterno di un cono di aper-

tura 2 ® posto come in figura, e soggetto alla gravita.

e N
Determinare le orbilte circolari. ///;5\4
- P

Soluzione:
Data la simmetria del problema conviene scegliere come coordinate
f pe @ (v. Pfigura). Siccome il sistema & simmetrico mer rotao-

: zionl rispctto all'asse » la componcncte del momento angolare

rispetto all'asse z & una costante del moto. TIn effetti & facile
verificare che
2 <2 >
{ ( . f
= = m - AL Lo
L=g (¢ )- "ot

S imiy

fi. 2!: = Jﬂ~ m L = Zﬁ: =0 = ot |
Ak 26 e 20 ki |

cioé la componente del momento angolare rispetto all'asse z &
costante. Le orbite circolari sono quelle per cui ? = cost.

la velocita angolare deve essere

o

Pertant

o = Cm(’ /m\- Al
T /

v (/

Si noti come la simmetria per rotazioni rispetto all'asse z impli-
chi la costanza di P? , mentre CF ¢ costante solo se 1'orbita

@ circolare cioé f = cost.




ssa m — P = :jL = f(‘?}/ﬂ,t) (3.27)
9.
pPeY-
. mentre sarebbe pil significativo avere delle cquazioni in termini
delle sole q e pb@ﬂm comeé abbiamo visto sono le quantita di mag--
/' giore significato fisico))in modo da usare 1lc q ¢ p come variabi.
4 1i per descriverc lo stato del sistema (variabili canoniche),
5 Infinea val la pena di notare che una quantitd importante come
U ltenergia e ic sue pro prieta di conservazione appaiono piuttosto
T }5 - indirettamente nel formalismo lagrangiano.
Tutto cid suggerisce le seguenti domande
1) E! possibile riscrivere 1¢ cquazioni di Lagrange in una Forma <
dinate in cul intervengono solo le variabili canoniche q e p?
pota 2) E' possibile far intervenire la funzionc Hamiltoniana del si. <
re stema,anziche la Lagrangiana,quale funzione iondqmuntalc in
facile i termini della quale scrivore le cquazioni del moto?

) ‘ A tali domande da una risposta affermativa la formulazione [la
miltoniana (o equazioni di Hamilton))come vedremo el prossimo
paragrafo. 1In cfPetti, come vedremo nei prossimi capitoli, 1le
cquazioni di Hamilton non risolvono solo i'problemi 1) e 2) ma
hanno altri notevoli vantaggi sulle cquazioni di Lagrange.

.

4 e 5. Equazioni 'di Hamilton.
st. Cominciamo con 1o scriverc l'Hamiltoniana come Funzione del-

le variabili canoniche g, P. Siccome nella definizione di I com.

?J paiono le ¢ bisogna scrivere le q in funzione delle q, p. 4

questo. scopo notiamo che le P sono definite dall'equazione
2 impli- _ 2L ,
bita o= PR P«'(ﬂ,cj ,f:') (3.20)

In realta, la stessa funzionc lagrangiana)essendo la differenza

tra encrgia cinetica ed energia potenziale,non ha un particolare

significato fisico. Inoltre, a parte il caso di coordinate ci--

cliche, la equazioni di Lagrange sono equazioni nelle variabili

A

29

clo¢ le p sono Punzioni delle 9, 4, L. Sotto opportune condizioni




3.16

matematiche, che non voeglimmo discuterce ora, 1lc equazioni (3.28)

si possono invertire, in modo da ottecnere lc d in funzione delle
q, py» €

4 =d.(a,p t) (3.29)

Esempi. Si vedano gli csempi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 dove si soio

\
usate le (3.2¢) per climinarc le q nelltespressione di
.

- '1

A questo punto possiamo scpiverce 1'lamiltoniana in funzione delle

sole q ¢ p sostituendo a ¢ la sua cspressione (3.29) in termini

delle g, P

H = Z PL'C-}‘L"‘ L(Q/q;£>:z thi((/), P/é)
L(a, 4(a,p,t), 1)
CC},P,ﬁ) (3.30

(Di nuovo rimandiamo agli csempi 1--7) .
Per ottencrce le cquazioni di lamilton basta calcolare il diffecren-
ziale di 11 considerata una volta come Funzione di 4., P, £t ¢ una

volta come funzione di q, >

dH—;?_H_OLG(C-t«DHJp+._Bo% )
29; 2P ot ]

AH

f}
N
E
%.
s
+
o
Q.
=
{
|
=
|

Da notarc che neilfultimo passaggio si & usata la definizione di

P e le equazioni di Lagrange. Hentre i passaggi precedenti tra-
ducono solo propricta analitiche valide per qualunque funzione,

‘l'ultlmo >assa (10 faCLﬂJO cntr are ln manlora dcc1”1va le ¢ uaz1o~?
q

i
‘nl 01 La range. da un cun\~wuvo djnamlco all’u uallanza flnale. ;
‘ IS
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Paragonando le duc cspressioni ottenute per diI, si ha

oH e )a, L (2H R P (s S T TS Y
-‘1L Ptﬂ'(?ﬂ(.“'f‘l é}l 2& ‘—c) j

Se ora consideriamo lc variabili qj 250 L come variabili indipen~
denti, i differcnziali dqiy dpi; dt saraino pure indipendenti o

potranno assumerce valori arbitrari. Lilequazionc (3.31) pud vale

.§ re allora solo sc i coefficicnti dei differenziali dqi, dpi, dt

sono nulli

: ) . O H
9 = ._S ) Po=- 5‘7’( (3.32)

Le (3.32) sono le cquazioni di Hamilton. Iiotiamo subito che csse
S0N0 .2?L ¢quazioni, mentre le cquazioni di Lagrange erano n, .
Lzugaéioﬁwwgguﬂ:m£:ilc c¢quazioni di Lagrange le variabili indi-
pendenti sono 4y, (le 4, coordinate lagrangianc 4 ) e 1c q ron

sono considerate indipendenti dalle q. cssondo lL rispettive

derivate tcemporali. Helle cquaz1un1 di HdMiltOH lHVLLp le varig-

bili indipendenti sono 2N, (Le q 1\ P) ¢ 1o primc wm cquazioni

M ?H<Q,P,é) \._1 "

9o = =2, =i,
2p;

Servono appunto a stabilire un legamc tra lc p ¢ le ¢ (in pratica

riducendo ad ~. le variabili indipendenti). Da un punto di vista
matematico si pud notare che si o ¢ passato da ¢quazioni di La.-

grange del sccondo ordine in 4 variabllz 1nd1pgndcnt1 a ZWL

bquazlonl (dl Hamllton) dLl prlmo ordlnb 1n qu,varlablll 1nd1~

pcndqpt%f Uno dei vantaggi maggiorsi dcrlvantl dalliuso dl 27

!variabili indipendenti & in effetti quelio ai permettere tra. -

sformazioni di variabili assai pil generali che non per le coor..

(=N

A dinate lagrangianc., Di questo CQuperend nel prossimo capi -

Itolo.

Esercizio 9, Un Punto materiale di massa m ¢ vincolato a muoversi
Lomtn2sl o

su di un'asta orizzontale Tuotante con velocitd an..




golarc W costante attorno ad un assc verticale. T1 punto &

inoltrce legato con una furza clastica al centro 0 di rotazione

delltasta. Studiamone il moto. La lagrangiana o A
(W
| . 2 2 | K)Z‘ O’!
L= dLm (n5+2%0%) - L )
>
!
Inoltre si ha
P :"YY\/i/
L
PZ 2 1 2
. 2 Z 2
H = Lomnfe Len s oo’ 0 4 L™ Lmn'o
T2 2 2 2m 2

= T'f‘ \/ - VY\,LZC\)L

Le cquazioni di Hamilton danno

. 2 :
,W‘,'L ==K'L + M) T--U<~W\c<)2>’2,
SR

, 2 2
T S . . L
¢ pertanto 11 moto ¢ armonico di froquenza V.gfiu se¢ K-Wm
N . v
oppurc ¢ un moto csponcnzialce:

b3

Voo et Yt Bt
oo A ¢ ™ -+ B £

2
se kK=-Wm™m < O |
Anche in questo caso 1'Hamiltoniana & una costante del moto

é,lj-‘ ?)__l::—()

Essa non coincide con 1'cnergia del punto materiale. La diffcren-
o T2 . .
Za, = Mmn (O, non ¢ costante ¢ pertanto l'energia del punto ma-

terialec non si conserva. In effetti, il motorc che Fa girarce la

Lt —7| asta compic un _lavoro non nullo. Siccome il punto ¢ vincolato a
mioversi lungo l'asta, la rcazione vincolare compie lavoro non
nullo nel riferimento inerzialc. In tale riferiemnto infatti

{non
la velocita del punto ha una componcntcéYnulla nella direzione del-

la reazione vincolare. Cid & in accordd con le cquazioni ,
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CAPITOLO IV

TRASFORMAZIONI CAUONICIE

1. Cambiamento di ccordinate lagrangianc

I1 maggior vantaggio della formulazione lagrangiana & quello
di dare alle equazioni della meccanica una forma indipendente
dalle coordinate scclte per descrivere la configurazione del si--
stema. In effetti di tale vantaggio si ¢ largamente usato per
semplificare la formulazione e la soluzione dei problemi discus-
si nel Cap. II, scegliendo nei vari casi le coordinate pil in.
trinseche al sistema in cesame.
Il metodo seguito per ottenere la lagrangiana in termini dellce

coordinate lagrangianc q; & stato quello di scrivere la lagran..

giana in termini dL coordlnate cartL51anL X relatlvc ad un rl-

e et e e o e

ferlmento lnerzn.cxlo_ggb

L= L (xe, %0, 8) (4.1)

.

e di sostituire le X;, ®; con lc loro cspressioni in termini

dellc 9
x«,':)(.:.(CI/(:), X’b:: X\L(altc'lzt) (4,‘2)
L(X&(qlt), k«,(Q/C}it)/{:)E L‘c, ("1;6}/(3) (4.3)

Tale procedimento fornisce ovviamente il metodo per fare un cam-

biamento di coordinate lagrangiane. Siano, ad esempio

Re= Qu Ca,k), 4.7 a: (Qt) (4.4)

le equazioni che legano le nuove coordinate Q alle vecchie q.

I1 problema di farc un cambiamento di coordinate & essenzialmente
quello di scrivere la lagrangiana per le coordinate Q. A questo
5C0 30, basta sostituire nclla L (q,qyt)ih funzioni 4 (@, 1),

(Q Q t) ottenute dallc cq (4),




PP
e

Lo(@,Q0t) = L, (4(R%),4(R9,6),¢)

= Lc; <C}/Ci/{:) (4.5)

esattamente come si e fatto nel Cap. IT, per il passaggio da

coordinate cartesiane a coordinate lagrangiane generiche.

™1

‘ &' importante notare che in genere la L e la L sono due fun—
q

W
. - . B . . 4 -
zioni diverse dei loro argomenti Q, Q, L e q, q, t (si vedano

gli esempi 1--4 discussi in seguito). La (4.5) dice solo che le

‘ . . P
per valcril ccorrispondenti

due funzioni coincidono numericamente

degli argomenti. Pil precisamente se g, { sono i valori corri..

spondenti a valori fissati Q, Q delle nuove coordinate al tempo

£,

g=900,.t), q-49(R,Q,t)

la lagrangiana Lq nel "punto" J, ¢, t ha lo stésso valore della

lagrangiana L_ calcolata nel "punto" corrispondente 9, Q, t.
ot I, W

3 (Qié non implica che LQ ad Lq siano la stessa funzione dei loro

argomenti!) :
Hel caso particolare, in cui LQ ed Lq sono la stessa funzione :
dei loro argomenti, la lagrangiana si dice invariante per la
data trasformazione di coordinate. Come vedrero ir  ~quito le i

.,\;<.§ 1

proprietd di invarianza sono legate all'esistenza di .. -
del moto. ’ b
Mota. Che la lagrangiana per le coordinate Q sia effcttivamente :
quella definita dalla (4.5), & implicitamente dimosteerta nel pro--
cedimento seguito. Infatti la trasformazione dalle q alle Q pud -?
esscre vista anche come una trasformazione dalle x alle Q trami- ?

te o q:

X; = x;(a,8)= x.(q(Q.,t),t)= X (Q,€)

L G /
i

P Pertanto si ha i
; .

Lo (@) = L, (x(atou),0), 5 (a@t),al0.0,6),4 )

- L, (q(R24), 4 (0,0, t),¢t)

&f " clod la (4.5).




- 4.3 .

s In effetti, si pud verificare direttamente che la LQ ¢ la lagran--
14 . . N ) .

iz giana per le coordinate Q, ciodé che valgono rer la LQ e equazio-
i ni di Lagrange

d 3o 3y 4,
ar ’3@; Q.

Infatti dalla (4.5) si ha

g 2kg 295 | 2hy 99

2Q.

by

Q¢

~ . N
99 9%

}.2‘5 3Q;

2Lq 29, 3lq 29

qu oL

_9ky 295 dkg 4 2g;

29, .

Qj
o)
D
<,
[
v
o/
O

e quindi

4% b ,(ﬁ_zl:‘)_}.li”l)?j_f:()
de 2@ a0 At 24 aq; J oo, ;
dato che per Lq valgono le equazioni di Lagrange. ‘ ;
Studiamo la deviazione dei gravi verso Est. Per con.

¢ Zsempio 1.

Cretezza consideriamo la caduta di un grave di massa

m alllequatore, dall'allezza h e determiniamo di quanto ha devie..
to dalla verticale quando tocca etrra, come effetto della rota-

zione terrestre.

pata la simmetria del Problema conviene scegliere coordinate ci.- {
lindriche (9 g(P, z) con l'asse z diretto come l'asse di rotagzic.- i

ne terrestre. In un sistema inerziale, la lagrangiana ¢

2 22
’ ) & -
L= 2 Cprepte7) - my (p-R)
(R essendo il raggio terrestre). Rispetto ad un sistema solida-
le alla terra conviene introdurre le nuwove coordinate

) / .

~ — 7

SJ \D 3 \.t/: C(?‘-"«UL
La lagrangiana nelle nuove coordinat

la (4.5)

D

s1 trova facilmente usando




P

R

L= 2w (7 ¢ ) ) = ma(p-R)

L' ovvio notare che la lagrangiana non ¢ invariante per la tra-
sformazione di coordinate considerata. Le cquazioni di Lagrange

sono le seguenti
e g ) )= K - ettt

N

La costante X @ determinata dalle condizioni iniziali. Se al
! B A A A Tt
tempo t=0, ?I::fo e ?‘(U) = 0, s1 ha K = S% W . . Pertanto
la prima equazione di Lagrange diviene

2. 4

v/ W
§ =% ,i" ;
? 3

L5
icordando che = 7,3 x10 1w%/, non & difficile riconoscere che
Se.c .

WS . .o . s PR
%,>7 °ff /§> , @ quindi in prima approssimazione si ha
o

(. | 2
p=fo-z9t
La seconda equazione di Lagrange da allora
PR 1
TR P CEEEER &=y ,
§ £o
2
2 / (D)
~ ”-if(f’Po) = Y 2R
Po $o

In conclusione

¢ = L 25 o 1% (3:&)&
3 fo 3 fo %_

La deviazione & dunque verso Est (@‘ > 0). La distanza dalla

verticale & con buona approssimazione
2
2k /2
| v
o @ 9= = WA —
o 3 S\ a /

Pilt complicata sarebbe stata la soluzione e soprattutto la di-

scussione delle approssimazioni usando le coordinate §), (P R

© le coordinate cartesiane.
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Esemplo 2. Vediamo come varia il piano di oscillazione di un pen

dolo come effetto della rotazione terrestre (pendolo
di Foncault). .
In coordinate polari (riferite ad un sistema inerziale con centro
il centro della terra e asse z diretto cdme 1'asse terrestre)

l'energia cinetica del pendolo &

T

= 3': m (P fzéla- pram®e ¢ * )

In coordinate polari riferite ad un sistema solidale alla terra
i . . . . .
f’"f' o' 9/ ¢ = ¢ —wt 1'energia cinctica si scrive nella

forma seguente
. WS R .

Fa

i

. '/2, 12 2 ! vy2 \ _/2_.)/
Lo (% 020" 3] L OQ+2mpe o d w
L (P PO p a0 9T ) L 0w i

() & la velocitd angolare di rotazione terrestre e LZ la compo--
nente del momento angolare rispetto all'asse z. Se si trascura-

o]
no termini in & %, dato che W & molto piccola, si ha

TT):;

. ~p
/2 Iz N2 2 rpnley ~
._I.M(P +(D 9+f)5m9(€2)+l_‘(«)
2
la lagrangiana non & pertanto invariante sotto la trasformazione

0,0, - p, 0, ¢

L'effetto di studiare il moto in un sistema ruotante & quello

R . . . = . .
di aggiungere il termine L.« . I' proprio la presenza di questo

termine che rende 1l'energia cinetica non invariante.rispetto alla
trasformazione considerata.

g' facile ora studiare il moto del pendolo nell'approssimazionc
i cul si trascurano gli spostamenti verticali e si considera il
moto in un pianc orizzontale x', y!' (l'asse z' & diretto come

la verticale). Il coordinate polari piane "t , &« , si ha (a meno
di termini in 0)2) ‘

) v 2 2+ 2\ ] W 2, 2\ ¥
T ..:%m(rz, tue )+ Loy o= v v vlarld,) )

Dtaltra parte l'effetto del potenziale ygravitazionale e della

reazione vincolare, nell'approssimazione in cui si trascurano




N
Y

gli spostamenti verticalil, ¢ equivalente a quello di un potenzia-

. 2 2 2 . -
‘ le armonico V = 3k(x+y“) = +kr®. la lagrangiana diviene pertan-
to

L - .i-:m(iz+%l(&*wzl)z) - Lt

Essa coincide con la lagrangiana di un oscillatore armonico ¢
LSCrita
bidimensionale¥in termini di coordinate polari relative ad un

sistema ruotante attorno all'asse z' con velocita angolare LJZ..

TLa soluzione & ora immediata. Se
U :’Lo(t), o(o: ()(O(t)

& la soluzione delle equazioni del moto quando LDZ, = 0, la solu~-

zione quando L)Z,# 0 & data da
’L:'Lo(t)) O“‘O(o“'>“wzft

T1 piano di oscillazione del pendolo ruota dunque con velocita

angolare b)Z,. Chiaramente all'equatore ) , = 0 e non c'¢ al-
cun effetto, al polo invece si ha &é, =& e il piano di oscil-
' lazione ruota codavelocita angolare terrcstre, come & ovvio.

o' interessante notare come la possibilita di fare trasformazioni :
di coordinate nella lagrangiana, invace di studiare direttamente ?
le equazioni del moto, abbia notevolmente semplificato la solu- f

zione.

Esempio 3. Vediamo come 5i semplifica lo studio del doppio pen-

dolo mediante trasformazioni di coordinate lagrangia-
ne. i
Due aste di massa trascurabile e lunghezza 1 sono incernierate ¢

in 0, mentre l'estremo A di una di esse (V. figura) e sospeso

in A. ;:}

fei punti 0 e . si trovano due punti materiali di massa m, e m
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rispettivamente. 711 sistema pud oscillare in un piano verticale,

Nelltapprossimazione di piccole oscillazioni P << 1, ‘P << 1)
. 1 2
la lagrangiana &

2.2 2, 2, »
L= %(anml){ ¢, + %/ml(; (Plz-+m2_€, ¢, <,

2
- %’- (W‘ﬁmz)@{ (912“ é‘ my g€ eo

Per semplificare la forma di tale lagrangiana cominciamo con fare

1l seguente cambiamento di coordinate lagrangiane

9y = W /e'CPA J qﬂ.: Vm, 'P{o

- “'2.

Si ha allora

)’Y\,} h o le

.2 . ' A
Le 2@ dl)of e T g ICREN

Tale lagrangiana differisce dalla lagrangiana di un oscilatore

armonico bidimensionale di massa m=1,

per il termine V"ﬂz/@":*ml) 0.71 (;?2 :

. . C
€ Costante elastica k = -

Esso pud essere eliminato f£a..

cendo la seguente trasformazione di coordinate lagrangiane
Gy + Q, -
. BT QR . Q
q'\—- e J ql‘ “:1--.___.,_2-
VZ V2

Si ha infatti

'2 Al m ,Ciz ‘2 |
L= £ (R Q8) e\ (g2 g2 0
QAT Myt My R 2

. r2 . 2 2
:3!;(}&1 Q1‘1'}‘L2.Q32,)“ E“%(QA.'FQL)

@5+ Q)

STR

dove

—2
Myt g

'YY\;_ I ”":;A"l ‘
ffa= 1

= 1t | -
}A’( m‘l"‘fml J




e

La lagrangiana LQ corrisponde alla lagrangiana di duc O
scillatori aymonici indipendenti di massa iy e M,
rispettivamente e costante elastica k = g/1l. La s0luzio-

ne ¢ immediata

Q, = Qz(z‘\xéju%t --,—'46-,‘er)4(:>

&wlt VAR 3

QI: QQ‘CAL(]’ +B;LQ‘ '

con '
% 2 %

Esempio 4. Alla luce delle considecrazioni fatte in que-
sto capitolo si veda la discussione del teo-
rema di armor fatt> al Cap. 1l. soprattutto, si noti
come anche in quel cazo, la possibilita di fare una tra--
sFormazione di coordinate nella lagrangiana abbia note-

volmente semplificato la discussione del problema.

n. Trasformazioni di coordinats ed equazioni di Hamilton

si & visto nel paragrafo precedente come’ si trasfor-

coordinate lagrangianc.

~ I -
anento A

ma la lagrangiana jer camblamernt

Siccome in molti cisi (v.Cop.I1I) la Formulazione Hamiltoniani °

A A conveniente,. aaturale chicdersi come si trasforma 1'Hat
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niana e le corrispondenti equazioni per cambiamento di coordi-
nate lagrangiane. La risposta si ottiene Facilmente ricordan .
do le definizioni date a1 Cap. ITII. ¢Q = Qi(q,t) sono le
nuove coordinate, i rispettivi moment; coniugati iz S0no

dati da

l
e

Pho o 2La(9(Qe), 4(Q,0,¢) ¢ ) _

F? =z = b

T, 20,

= ?—l:ﬂ ?-ﬁ—_-j = P Ei;'\ = P- Eﬂj )
I T ST Ve

¢ l'Hamitoniana o

Hyo (RP)= RO, - L, (e
4
Pertanto in gencrale

Ho o 00,P) 5 A0 (aCQRE) p(0RY) ) G

A differenza della legrangiana, 1a Hamilticona non @ covariante

per cambiamento &% coerdinate lagrangi ane: cioéll'Hamiltoniana
nelle nuove coordinate @, p non si ottiene sostituendo nella
H(q,p,t) le funzioni a(Q,t), p(Q,P,t) come avevamo fatto per 1la ;
lagragiana. Questo risultato traduce un'importante Proprieta !
fisica: l'energia di un sistema meccanico non & covariante per

crergia e By -
cambiamento di. coordinate,

Esempio 5. Consideriamo un punto materiale s0ggetto ad un po-

tenziale v. pep semplicitd consideriamo i1 Proble. .
ma ad ura sola dimensione. La lagrangiana ¢

¢ 2

L,__x"~YV\K "-v
P
HHamE 6 1vhailtoniana &
2
v
o= j% m o+ s _EE; + V

.2 (2%

' . . A -, .
‘Facciamo ora i1 cawl imento di coordinate
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si ottiene

2 . L,
L= Lo () Vo L (xtxh ), x (x5 ).t
51 ha invece
| H, o= m (v ) %! - .ém(xuv)’“_,r\/
= L W\if\/l-k\/—— _l_ MV?'_—_ J.m(k/—q—\/)zﬁwv._ w\(;\l.pv)v
L 2 2

- H, - m(ﬁ«@v)v

L'Hamiltoniana non & dunque covariante come la lagrangiana.

~

Ccid traduce il fatto fisico che 1'energia di un punto materialc

cambia se si passa ad un riferimento in moto wniforme. In ter

mini delle variabili canonichc x', P, = YW@’+V> = Px , sl ha
bR 2
P&' - Px
l’\x,m oy +\/ — Px,\/ :7;’: HX = oy +\// PK: PXI .

i ¥ m————

Esempio 6. Vediamo come si trasforma 1'Hamiltoniana di un punto
materiale soggetto al potenziale V nel passaggio
ad un sistema ruotante attorno ad un asse Pisso con velocita
angolare costante & .
' La simmetria della trasformazione suggerisce di prendere Coor-—
dinate cilindriche, con ltasse z diretto come 1'assc di rotazio
ne del sistema di coordinate. La trasformazione di coordinate

¢ la seguente

! "o ©— I o
P=p, o= p-wt , z'=2
La lagragiaﬁé nelle nuove coordinate si ottiene facilmente

Lo Ll Y

Pertanto si ha
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Pﬁlszi,: Pp g Pz’:MéI:P?_/ P(F,=m(f(q5/+w>-.~

in accorda con la (4.G).

L'Hamiltoniana nelle coordinate P,¥,2 &

2 22 22 | TR s
H=i~”‘f’ - 71“‘(”((’ fim-d *\/22—;’( PSD t P %)ﬁ-\/

. . . I .
L'Hamiltoniana nelle coordinate j){(p/ 2’ & invece
PZ
| ! \ 4
t‘\/ (P;, u)"i‘\/v— Pq)/(«)'ﬁ H
P
Hel passaggio ad un sistema ruoctante con velocitd angolare N
L'Hamiltoniana cambia per il termine
g ~
W= L
({)

—
L essendo 1l momento angolare.

Bsempio 7. Rivgerdiamo il tecorema di Larmor discusso nel Cap. II.

La lagrangiana &

2 1
L = (p*+r2 *9 )~m§3wz_q>«\/(§>/2)) W o= 20

e l'Hamiltoniana

N ¥ »Z 2
_ (P§+ P2 ) - (P +mpo,) - V(pz)
2m 2mp?*

Lom
2

2
] 2 2 P 2 2
= g (PPl —£) v R0 s dmpll « Vip2)

Bssa differisce dall'Hamiltoniana di un punto materiale soggetto

al potenziale V per i tormini p W e -i~wwp Lo:'° Il primo

pud essere eliminato mediante una trasformazione di coordinate

!

?':53/ 22, - cp—(A)Lf:; " Py Pq;/*W‘P\D”ﬁ())

. . . -f/
$i ha infatti P!

e
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2
H, = = (roe b %)“L\/*ELMFIZQE

; 2
A 2, 5l R,;) b 0
1= L + 0 )V Imp'w + P
£ Hy = o (Pt ps = LW Pl
La differenza tra H_, e Hﬂ & data dal termine F%,CJL.

3. Trasformazioni di coordinate canoniche

Hella formulazione Hamiltoniana le coordinate canoniche q, p
sono da considerare come coordinate indipendenti (v. cap. III),
sullo stesso piano. Pertanto oltre alle trasformazioni di coordi--
nate lagrangianc discusse nei paragrafi precedenti la formulazione
Hamiltoniana permette di considerare trasformazioni pilt generali,

del tipo

QL: QL(Q’RE) o Fz= /Rl(qlplﬁ) . (4.7)

Come vedremo negli esempi che discuteremo in sequito, la possibi.
11A di Bre trasformazioni del tipo (4.7) permetterd di semplifica-
re notevolmente la soluzione di alcuni problemi. Per ora ci occu.-
peremo del problema di vedere quali condizioni devono soddisfare
1e (4.7) percheé siano trasfrmazioni acccttabili. Una trasforma-
zione (4.7) & accettabile o, meglio, canonica se esiste una funzio-
ne Hamiltoniana X(Q,P) delle nuove variabili Q, P e per essgkvalm

gono le equazioni hamiltoniane

Iy

0 - 2K ﬁx_?K :
<3P - Q.

Che le trasformaeioni (4.7) non possano essere assegnate in manie -

(4.2)

T

ra totalmente arbitraria pud vedersi anche dalla discussione fatta

{

al paragrafo 2, dove si sono considerate trasformazioni del tipo
Q.= Qilq,t) (4.9)

In questo caso particolare delle (+1.7) 1le 13 non possono essere

funzioni arbitrarie delle q, p: la condizione che esista una fun-

zione Hamiltoniana XK(Q,P) e valgano per lc Q, P le equazioni di




A BT

PR T R

~ 4.13

Hamilton, determina univocamente le funzioni Pi = Pi(q,p;t) ne--
diante le (4.6)

Pop 2% o b 29, (0, ¢)
o 20 3 EeX

Dunque per trasformazioni del tipo (4

(4.6)

:9): lc P devono essere par--
ticolari funzioni lineari delle vecchic p. Si noti che le (4.6),
(4.9) definiscono una trasformazione canonica senza fare riferimen. .

to ad una data Hamiltoniana.

Occupiamoci ora del caso generale (4.7). Una trasformazione di

coordinate canoniche ¢ caratterizzata dalle relazioni che inter.

corrono tra le vecchie ¢ le nuove coor

L ad oa
<, ad [CIS TN

Q. = QL(‘JI,I>,\€> ) P . P (g p,t) (4.10)

o, equivalentemente,

9e=9:.(Q,PE) PP (Q,PE) ) o1, n G

(in entrambi i casi i sccondi membri SONo funzioni assegnate). In

effetti per caratterizzare la trasformazione basta dare 2n relazio-.

ni invertibili tra le nuove e le vecchic coordinate, Ad esempio

la trasformazione bud esserc caratterizzata da rclazioni inverti-.

bili del tipo

nel
-
il
R
o

C% Q/E) (4.12)
1, w
P=T (q.0,t)

N’
fi

(4.127)

Infatti invertendo le
delle Q, P

(4.121) 51 POssono ottencre le q in funzione

90=9: (Q P ¢t)

e sostituendo queste nelle (4.12) sl ottengono 1le P in funzione

.

PL :‘Ft ( QQ) FD t )

Le (4.12), (4.12') sono pertanto cquivalenti alle (4.11)
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In maniera analoga, si pud facilmente vedere che la trasformazione

pud essere caratterizzata in uno dei tre modi seguenti

E> P.= P: (%Pz L), Q-L= Qi (q,7, &) (4.13)

i

(4.14)

m) q{."ﬂé<{:’/g}/&)) /R:p{_(%@/t)
V)

2=%(rPEt) Q-0 (pPt) @

N AL N T Vi

(i=1 oveun. n).

Per cnunciare le condizioni di canonicita, convienc scrivere la
trasformazione in una delle quattro forme dato sopra: (4.12),
(4.13), (4.14), (4.15).

Per concretezza supponiamo di aver scelto la forma (4.12). 1In

tal caso, la trasformazione & canonica so o $0lo se esiste una

funzione FT

Fo= ﬁ(ﬂ;@;t) (4.16)

I

tale che le funzioni a sccondo membro delle (4.12), si ottengono

come derivate parziali delh FI - 4;
2k (9,Q¢t)
29,

Po_ 2 (g Q¢)
2R

La funzione FI permette anche di scrivere la nuova Hamiltoniana

. Po =

(4.171)

k0, »)
oF

‘)/ﬁfﬁDL\.//’\ﬂ|\r\ T ‘ N

K(Q)P}}.): [t \j\\,(,l,\./)Pkw,I’,t)‘t)f *B\E- : (4,1,)

La funzione FT ¢ detn funzione generatrice della trasformazione

canonica. Equivalentomente, la trasformazionc ¢ canonica se esi-.

ste una funzione

o FI (q,P &) (1.19)




Pt
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oppure
— ‘ : ‘ (l . 2 ~ )
m BI ’ Q/ >

oppure

-F (e P t) (1.21)

v WV

tale che si abbia rispettivamente

: o F
I) P. = ’?—E—L— ) QL‘ = I (4.22
°q. R
2y D__ OF AR
M Wi T
fb F‘V h& FlV o
[ = - Q-‘:: - (4-“;.-})
L) a ap C R

<

Come ncl caso I, la nuova Hamiltoniana ¢ data rispettivamente da

K

i

H + ’BFE /2(; ) (4.22v)

K

f

H "bl?ﬂ /26 (4.237)

K = H + pF, /o . (4.247)

Per la dimostrazione delle condizioni di canonicita (4.17), (4.22),

(4.23), (4.24) rimandiamo ad un qualsiasi libro di meccanica ana-

litica (si‘védé ad esempio J.VJ. Leech, Classical Mechanics, Methuen,

e B, Fabri, Meccanica Analitica, Pellegrini). Vediamo invece di
commentare le equazioni otenute. '

Innanzitutto ci preme far notare che una trasformazione q, p —» Q

fis

7

¢ canonica indipendentcemente da una data lamiltoniana. Essa o

dunque tale per ogni sistema descritto da 2n variabili canoniche

¢, p, comunque sia la sua iamiltoniana. La canonicita di una tra-

1

-~
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sformazione garantisce che comunque sia la 1{q,p,t), esiste una

funzione Hamiltoniana K(Q,P,t) delle nuove coordinate Q, P e per
esse valgono le (4.3).

Inoltre & importgnte notarc che 1'Hamiltoniana ¢ covariante ciod
la nuova Hamiltoniana X(Q.P,t) si otticne dalla vecchia H(q,p,t)
sostituendo in essa le ¢ ¢ p in funzionc delle Q, P, se e 5010

se le relazioni che legano le Q, P alle q, p non dipendono cspli--
citamente dal tempo. In tal caso infatti anche le Funzioni FI’“

evesws. ' non dipendono esplicitamente dal tempo ¢ lc (4.22'),

Iv
{4.23'), (4.24) ci danno
K(Q,PL)=H(aQPL), pORL), £) (125)

Analogamente al caso lagrangiano discusso nel paragrafo 1, la
(1.25) non implica che ¥ e Il siano la stessa funzione dei loro
argomenti. In genere esse sono funzioni divcr§e° L'Hamiltoniana
si dice invariante rispetto ad una trasformazionc canonica

q, p —> Q, P sc X e 1l (v. eq. 4.25) sono la stessa [unzione dei

loro argomenti. ; .

5

Esémpio 7'. BEsempi di trasformazioni canoniche rispetto alle

N

quali 1'familtoniana non ¢ invariante sono stati di--

"

scussl nel paragrafo 2. tlegli esempi %, &, 7 non vale nommcno

1'equazione (4.25) dato che in quel casi la trasformazione di co--

ordinate dipende csplicitamente dal tempo. Hon & difficile veri-

ficare che 1l'Hamiltoniana relativa dlle nuove variabili Q, I &

data dalle equazioni (4.13), (4.22'), (4.23'), (4.24'). In elfet-
-

i le generatrici delle trasformazioni studiate negli esempi 5,

6, 7 sono rispettivamente

ot Ty

F = (_x—vt)Px,-:pr,~vtp/_‘,»:;xpxﬁvf: P,
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ssse dipendono esplicilamente dal tempo ¢ el vari casi la diflo.
renza fra X ¢ H ¢ data dalla derivata parziale della funzione
generatrice rispetto al tempo. )
: Esempio 0. Verifichiano choe I'Hemiltoniana di wil punto materia.
3 le soggetto a potenziale centrale & invariante per
s rotazioni infinitesime. i limitiamo & verificarlo pur rotazio
: il Infinitesime attorno alltasse z
! ! o
— - = 4+ o X = 2
K= Roely P! T+ ’ < g
PK’ = PK + o Puz‘ J P»A' a2 ?)(3* [6% Px) PL" = PZ ‘
: Essendo la trasformazione indipendente dal Campu, si ha per 1a
(4.25)
) [ ( N )
v ~ ,
}< ( x/ % r =, ?K{’ P?l/ P21> = I{ \ﬁéxél Fk) P‘a IFL
| ( 22 2 2 2 2
= + P +'3,>+\/('L = 1 54 + )_ »’)
ZnL PX El} xg,, ) '?y\a\/(Ya\l Pyl PZ} + \/(’l

K ed B osono dunque 1a stessa funzione dei lc

P

3

DPO argomenti, ciod

I'lHaniltoniana ¢ invariante ber rotazioni.

hiPrhna di concluderc vogli

dnG notare chc i wroblemi che si incon -
* trano con leo traslormazioni canoniche sono ogs

tipi:
-+a) Vicne data la funzione goeneraty
trasformazione canonica. In tal caso, ci

cretezza al caso I, si ottengono rer derd

da questa si risale alle (1.11),

D) Data una trasformazione di coordinate si

¢ canonica ¢ in tal caso si deve trovare

na.  Per risolverc tale probloma occorre

ce integrando uno ded slstemi di

N
~ v :
Lo (BN

¢ sl frontand

b).

beterninare quale

ta dalla scgucnte Punzionc:

cquazionti I,

enzialmente di duc

ice e bisogna determinare 1a

riferiamo per con.

vazione le og. T ¢

come discusso pPrecedentemente.

tratta di vedere se

1a nuova Hamiltonia..
trovare la generabpi.-
Ir,

1L, 1v.

1 due tipi di Yo

traslormazione canonica o genera..

1]

(@2



Dalle (4.22) si ha subito

o)
™

PL = S;EL = ’Fi ) CP& = =
cq}

A’!
r‘\)
LA

La (4.26) gencera pertanto la traslormazione identita.

Dsempio 10. Determinare sc o la trasformazione

& canonica.
La forma delle (4.27) & Ffacilmente riconducibile a queclla dellc
trasformazioni (1.13) o (4.14). Fissiamg per-comoditd, llatten-

zione sullce (4.13). iella forma (1.13), le (1.27) diventano

e P R -a

Per dimostrare che la (4.27) & canonica occorre trovare la Lfur-
zione generatrice, clo® occorre Lrovare una funzione FII(q,P,t)

tale che

P = P Fﬂ(q/?{:)/@q& = E

~

Le (4.2 si integrano facilmente. La prima da

Fo(q,Pt)= -2 q.f + QAN

e la seconda implica

portanto, siccome le funzioni gencratrici sono ovviamente deter

ninate a meno di costantl, possiamo pory

9]

e S 4. P
5 (%,P/t) = - 27 9e v (4.29)

Essa non dipende esplicitamente dal tempo € guindi si ha

K(Q P t) =HqQ), p(P)L)-H(9 -Pt)

(4.30)




>

o e

I1 significato [isico della (4.27) si vede Facllmente sc ¢l con-

sideranc coordinate cartesianc.  In tal casu si aa

v/
X. = - : = - X -
< XL’ J x(‘. XL

La trasformazione (4%.27) corrisponde dungue ad und inversionc
+ i . - P i

degli assi (o Paritd), cd ¢ canonica.

che

Esampio 11. Verificare la trasformazione

Q = P P 9 (4.31)

t

o canonica., Essa corrisponde cssenwialmente allo scamblo delle
q con le P, ¢ la sua canoiricitd ¢ una ulteriorce conforma del
fatto che nella formulazione Hamiltoniana le q ¢ le p sono sullo
stc;so plano Una trasformazionc canonica permettce di scamblarc
le unce con le altre.

Per verificare che la (4.31) ¢ canonica dobbiamo trovarc la fun
zione gencratrice. Cominciamo col mettore 1a (1.31) in una del-
le Forme I -+ IV. Ad csamplo cssa pud essore messa facllmento
nella forma (4.12) :

P. = Q« ) - -9, (4.32)

L
si tratta ora di trovarc w.a funzions P(q,Q,t) tale che

F (9, Q,t) ~F
Pe ~© - TT Q« ) Ti= -0 -9, (1.32)
094 oQ,

o
(@]
—
I
.
(&
(o8]
n

51 integrano facllmente.  La prima da

¢ la seconda da

%(Q,t) - (/o’)‘:c’«,‘/\/{l,

Pertanto possiamo porve
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BEsempio 12. Infine determiniamo 1a funzione generatrice dellce
trasformazioni (4.9), (4.6), che gid sappiamo ca--
noniche. Essc comprendono la vasta classc di ~trasformazioni in
cui le nuove coordinate @ non dipendono dalle vocchie p. D1
questo tipo sono tutte lo ‘rasformazioni viste nei Capitoli IT,
117 (ad cscmpio il passaggio da coordinate cartesiance a coordi
nate polari ctc.).
Cominciano col mettere le {(4.9) (4.6) in una delle forme I--1V. :
Le piv adatte sono le (1.13) o le (4.11). Scegliamo ad @5EMPLOo

1a forma (4.13)

p.= P %;?,,_w , Q.= Q. (q,t) (1.35)

(La prima dellc (4.35) si otticne invertcndo la (4.6)). La fun

zione generatrice ' = i(q,P,t) si ottienc integrando le equazio-

ni seguenti

F Q. (q,L) °F .
e BRI, Qe et
CI{. ?qu v

La prima da ’ :
F - a Qj(q,t)pj T ?(P,b)
o la seconda implica
[(Pi)= ot
In definitiva si ha

F- F (q, P,’c> =2 Qj@bt)P)' (4.36)

Bsempio 13. Consideriamo un pondolo costituito da un punto ma-
teriale di massa m appeso ad una cosra flessibile
cd inestensibile di massa trascurabile appesa al soffitto (v.
Pigura). Tale corda passa attraverso un buco in un piano oriz.-
zontale che pud scorrere su duc guide vorticali rigide. Il pia-
1o vienc abbassato con velocita costante v. beterminare il mo-

to del pendolo nell'approssimazione di piccole oscillazioni.
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Soluzione:

L = i m (‘;&24')'/2) + Yy\g ua,

Se L ¢ la lunghezza della corda, s indichicmo con '1.-.:_'1.(t):l:3vt il

tratto OP., Si lna

X:/@S(YLO R 13: eUﬂO -yL«'@,

o 2 212 - . . . . * 2 - \ -
L.:JJW(£~r€@$g@£gwd)9~g€ch)Fm%L&UmOerLJ
2 -
Trascurando i tormini Costanti, che non contribuiscono allc cqua -

zioni del moto si pud anche porre

. . . 2
L= Lo (0764280 60 0-12¢ o) +mgd (- 1)
2
S1 ha pertanto ( p@ pou m@%) + ECSmO )
Pez 2 ?.'Q. D é2<5w29~(,a 9) val (en0-1)
H=nm Pogom@rm AR

delltapprossimazione di plccole oscillaz.ioni,

2
B<«<1, si ha sinQ Y 6 ; COS@:-‘."I - % ¢ oquindi
Pz .
2 I
H~ & _ L p. O 4-7%~vn/ 07 f
Zmtt g v - i

I'amiltoniana assume una Lorna pid semplice so s1 introducono

le nuove coordinate
P= P /Ll . 9= tVm 6

(la trasformazionc o canonical). si otticac infarti
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4. Cruppi di trasformazioni. Trasformazioni infinitesime

Consideriamo una funzione generatrice discndente da un pa-

ramctro ol
F. F (g, P o) (1.37)

Al variarc di O , essa gencra una classe di trasformazioni ca

nonicha. Particolarmente interessante ¢ il caso di trasformazio
ni canoniche (dipendenti da un‘parahetro) connesse .con 1tider -
tita: per esse, cioé, esiste ua valore di ¢, . scelto per como-
ditd come valore zero, ltale che

F( - p/:d‘: \ 29 P (4.32)

3

gotto opportune ipotesi di continuita el ramptro‘b(, 1a (4.37)

~pud cssere gviluppata in scrie di potenze in c{n Per piccoli

valori di of, si ha ul pliHO ordin :MEQ '
F [ ;:g j 5{16 Juo T
F Zq P P C‘ ( (4.39)

Al variare di o, & <<q , la (1.39) genera trasformazioni in

finitesime

2F 2G
g>¢ = 3 Fi = 4+ R %;?E
o (4.10)
_:?F::pﬂuég = E:medgém
1 29 v 9. .3@(

' importante notarc che uon tutte 1o trasformazioni canoniche
possono essere ottenute da funsioni generatrici del tipo (4.37),

(4.38), Fissando un valcre per ¢ .

Esempio 14. Le traslazioni nella dirczione i -esima

QL: q, + &, QJ =9, , N F L (4.47)

sono del tipo 4.37), (4.38). InFfarti la 1oro generatrice ¢

— D .~ :)
Ferahral < 2af - ap (4.42)
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Esempio 15. Le rotazioni euclidee attorno ad un asse, che per
comodita possiamo scegliere come asse 2z, sSOno del

tipo (4.37), (4.33). Ci limitiamo a vederlo per rotazioni infi..

nitesime. In tal caso si ha .
! X'z x-o Wy o X : z'=2
,, = xwy o,y A, )

(4.43)

;P)( = 'P)(“ho(?lé_)‘ E: P‘ér.hkcﬁpx ;- })Z:P..'

i ¢ la generatrice

P

2

= (x-o(y)E +(t}-+ozx)P% vz

- xRy B 2B vaGpymyp) (e

——— e




F una dipendenza esplicita dal tempo: cié significa che istante

5.1
(APITOLOD V

PARENTEST DI POISSON

1. Costanti del motqo e parentesi di Poisson

Abbiamo visto precedentemente come sia spesso conveillente
trattare un problema di meccanica nella formulazione Lagrangiana
0 Hamiltoniana, descrivendo ciod 1l'evoluzione temporale del si-
stema Fisico in esame mediante le coordinate canoniche ¢, p.
Vediamo ora come si traducono in tale formulazione, i fatti ﬁi«

sicl espressi dai teorami di conservagzione.

Lo o di sistema fisico ad un dato istante & comple--
tamente cdaratterizzato da “1& sua confirur‘“‘on q) e dal suo

atto di moto (p). Pertanto una qualunque grandezza fisica re-
Tativa al sxotema, al tempo t, ¢ completamente determinata dal

valore delle q e p ciod é una funzione di q, P (b(q, P, t).

i L
.

i

per istante la grandezza fisica in esame & descritta da una fun-
zione diversa della configurazione (q) e delliatto di moto del

sistema (p).

Esempio 1. Si consideri il Problema 1/del Cap. II, in cul la
velocitd angolare () sia una Punzione assegnata del

tempo, ad esempio

gé‘: W = /x S &)t

L'energia cinetica qq, rispetto al rifcrimento inerziale G{,
termini delle coordinate canoniche q= 3 p=mr 6 sl scrive nella

forma seguente
2

P

T
2o

22 .2 2
= im'LAsflmwt wiq +
2
ciod & una funzione che dipende da g, p ed esplicitamente dal

Tempo.

In linea di principio per determinare se 1a F(q,p,t) & una costan-
te del moto occorrerebbe conoscere le soluzioni delle equazioni

di Hamilton gq=q(t), p=p(t), sostituire tali soluzioni nella I*

(G.1)



-
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i

mente se una grandczza £151ca é una costante dcl moto dalla sola

5.2 -

e vcr1£1carc se talc fanLonc non d1ponuc plu dal tempo. Perche

e e et A

c1é avvcnga occorre che la dlpendonza temporale di ¢: P € la di--
pendenza esplicita della r dal tempo si compensino ecsattameonte.

Pill precisamente occorie che sia

aF o | col el 2o oo
Ak 29 2p ot v

Tale verifica diretta & operativamente impossibile. Dssa ¢ inol-
tre poco pratica perche la riccrra delle costanti'del moto ¢ U |
tlle soprattutto per 1nd1v1duaro 10 CaP&tLCFLSUL gencrali del

moto prlma d1 TlCOlVCTC le equazlonl aLe°~e dcl moto. Come vedre--

mo 1'uso delle parent051 di Poisson pormotto dl verlflcare facil-

conosccnza della Hamlltonlana,
cominciamo con notare che 1a (6.2) si puod scrivere, usando le e-
quazioni di Uamilton, nella forma seguente
dF 5 2F H 2F oH bF
— A ——— A a— P ———— ,_k

=< - (6.3)
Ak L\ 2q; 0Py 2P 09 2t

e definiamo come parentesi di Poisson di I ¢ W, che indicheremo

con iﬁu I{E 1'espressione seguente

2F H 2F H

AT

R

FHY=Z - — = ) (6.4)
{ J k - 29, P BP\ 29.
pertanto la (6.2) si puo scrivere nella forma seguente
{F sz +-E_E (6.5) :

o ot

! Pacile vedere che in qucsto modo il calcolo del%?mdcrlvata

R e R A

totale & rLcondotto a delle dorlvatc par lall dcll cwdella

Hamiltoniana,..senza dover risolvere 1'equazioni del

particolare se 1la F non dipende esplicitamente dal tempo, essa &

una costanto del moto sc e solo se la sua parentesi di Poisson

con 1 hamlltonlana & nulla.
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Esempio 2. Consideriamo il caso di un punto materiale soggetto
ol Wit
e

ad un potenziale \/—'—F@/énWD(Ln coordinate cilindri--
che). Cid equivale a descrivere il moto di uwn punto in un rife--
rimento che ruoti attorno all'assce 2 con velocita angolarc istan-
tanea @ ,<€ csscndo la coordinata angolarce del punto in un sisteoma
inerzialce. Ricordiamo che le coordinate cilindriche P ¢ .. <

sono definite dalle relazioni seguenti
K:f(/o‘)({) ) y;f&\"vu() , z =2
e P? ¢ il momeénto coniugato a ¢ . lon & difficile trovare la

Hamiltoniana di tale sistema Fisico

4 \/2— : . 2.
H = Zf’ * Z’Y:\/ ) P;W\f)/ Pa= M2, PL{): ¢
m

Ci si pud domandare ora sc la componente % del momento angolarc
L, = p. M@ - P2 myp - P‘”—zwacf‘
X 2 F & ¢ P
¢ una costante del motc. L'uso dellc parcntesi di Poisson da

una risposta immediata

——

ok op 9}’( 22 of, wpt

0”-)( - {L)« H% ’)L aH + })Lx P_U - _?ff, (z_P(’.~ sz:.)w)(r

2. .
Dlaltra partec, Rrxvnf ¢ ¢ dallc cquazioni di Hamilton si ha
S B
P= sz =0,
. Pq

Per cul si otticne

o

Lx o

&

5

Lo stesso risultato si poteva ottenerc per via un po' pil lunga

solvendo le cquazioni di Hamilton:
._,, . _ ,= / x: Z:‘ :
Pz‘FzP“OJ £ PP/m) @=0 P
¢ sostituendo le coluzioni
.f = ;;F t + ot , %7:‘0ﬁ{

nella cspressione por L—x




Ris S

<

i1

; - 5.4 -

. 7

: i //

i Esercizio 3. Un punto materiale di massa m & vincolato a muover--

i
/// 51 lungo und sbarra di massa trascurabile. Questa
ultima forma un angolo o con la verticalc ¢ ruota attorno ad cs-
sa con velocitd angolarce (0 z M P

X Lo w
costante., Inoltre il punto mate.-

riale ¢ soggetto ad una forza o-

lastica di costantc clastica K

directta verso il punto 0 (v. F£i-
gura). X p ;
Essendo asscgnato il moto di rotazione, il sistema ha un solo gra-
do di liberta. La coordinata lagrangiana piu adatta ¢ la distanza

? w=0P . 5i ottienc facilmente

L

1}

! 2
é—w(nf\ Vi )< SR - Mg oo

2 2 i AL
H= Ly s Lo HIAL A - o MmN X
2 2 2 '

.2
- T+V o mPw oo

r i 2 | 2 ] (
:——-*‘“K’L—f—mg’bmc«uwm’b%\%ad
2w 2 ,

Le cequazioni di Hamilton sono le seguenti

s Pl B mie (st k)romg oo

La soluzione &

' : l= —at 9 Coey
3 2 ) }

i

! dove §
n* R PR S N A2 \I R wienty

Al = — W i o 3 A= \(_JL = \{'YVD :

v ;

v . ] B

o N - k G YL >
S Il moto & limitato o no a seconda che ;;j“ W m < C> ! §

Siccome la lagrangiana non dipende csplicitamente da t, 1'Hamil-- ;
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tonlana & una Ccos tante del moto.

Possiamo verificare con lc
rcnte 1 dl POLS son choe

{JQ'“
1'energia

del punto matceriale rispetto al
rifednento inerziale &,

M
E = l T‘\/
X
non & una costante del moto, In effotti

{E&) HE{ {T«— \// ‘*YVL’Z_Z(A)Z Sr)”n_eo(zf

, —
= 2t CoszmOc

au:

EB' invece una costante del moto l'energia del pPunto materiale

non iMLeralC d{ qulddlL allt asta ruo-
ol modo scguentao

ri-.
SPetto al rifcrimer nte

tante, definita n
L ——— 2
E - Pr

2 2 2
/ -+ J—K’Lzﬁ- YV\O&'L(A-)O( -Ltmn N EA
® Zm 2 2

(si noti la presenza del botenziale C
Analogamente ¢ Z del momento ango-.

non ¢ una costante del moto

| K4 2 2)
centrifugo V.= - 5 ML St
si verifica che 1
lare Lzzwm.vnd N

i‘_—___‘z_ :{Lzz H_?J = 2’YYL‘L’£, S.VVLZC( N}
dt

Il problema sarcbbe stato diverse

moto di rotazione dell

SC non si Pogge asscgnato i1

tasta ¢ gi Losse considerato isolato i1 Si-.

adi di liberta sono due
sono n= OP,
0Pz rispetto alllasge x

stema.  In tale caso i gr € possibili co..

. I - NI
¢ I'angolo q) Lormato dal plano
« In tal caso

ordinatc lagrangianc

1_. | -2 2 - a ' 2 i 2 )
:—ﬂw(wﬂﬁLWwa? —_k@—W%mcmq
2 2
2
m
H“ L (p )1-1 M,Q’J, Man ng = '+ V
2 2
'LSVVLO\
La ciclicita gi ¢ implica che i1 momento ‘angol

are si conserva

Po= I

2 2 Lo ]
S M 3o P = oot

. m 5 a9 -
Anche l’energla E:: [+V © una costante  del moto
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K%

}
/
, Vediamo ora alcuni casi particolari della (5.5). Prendiamo come i
funzione ¥ la funzione (q,p,t) = q opp. F(q,p,t) = p. Tali fun- j
zipni non dipendono esplicitamente dal tempo, ma vi dipendono 5
éolo tramite le 4,P. Abbiamo pertanto f
‘ dq . {9, H} Ap - {p, Hj (6.6) |
Ak Ak
' questo un modo diverso di scriverc le equazioni di Hamilton
! a cul sono ovviamente cquivalenti, come & facile védére éggiicin
%éndo le parentcesi di Poisson. ;
! Un altro caso interessante & ottenuto prendendo per I 17llamilto
: niana stessa. Le (G6.5) danno
: A H H |
2 >
- {p. L]S + . =z 5. ¢ e
Ak g LY o
equazione gia ottenuta prqu@cn §
‘ 2. Parentesi di Poisson
Abbiamo visto nel § precedente, e in particolare negli esem- g
Pi, 1'utilitd dellec parentesi di Poisson nel deterninare lec co- g
stanti del moto. Nel prossimo paragrafo ci occuperemo di un'al- i
tra notevolissima proprietd delle parentesi di Poisson, ¢ cioc¢ §
la possibilita di caratterizzare le trasformazioni canonicha. g
fL V!Le parentcsi di Poisson permettono infatti di decidere se una i
;:. trasformazione & canonica senza dover ricorrerc all'integrazione i
‘delle equazioni (4.17) (4.22)-(4,24 ) ?
In vista di cid ¢ per l'importanza e utilitd che via via ricono.- g
scercemo alle parentesi di Poisson, :wdicheremo questo paragrafo §

i ! allo studio di alcune proprictd clementari deiio rarentesi di
Poisson. Cominciamo col definire la parentesi di Poisson tra

due grandczze fisiche /\(q) Pl£> e : B (C'D P, {;)




{A BE_Z(%EE_?.A?_E
AT R YR SR (6-0)
in accordo con la equazione (G.4), che ile rappresenta un caso
particolare. mMoOlto importanti per 1l seguito e soprattutto per
le applicazioni alla Meccanica Statistica e gli sviluppi della
Meccanica Quantistica sono le parenteci di Poisson tra le q e
le p. Consideriamo cio® i seguenti casi 1) Azqi, B:qk’ ii) A=qi,
te

B:pk; iii) A=p., D=p, . Si ottiene Ffacilmente dalla (6.3)

{9.,9.4=0 PP

L) e} 2 vt TR

{Oli’ Pr B: gi)&

& il simbolo di Kronecker e vale 1 se i=k, vale 0 per ifk).

L =0 .

( Sik

Le (6.9) sono le parentesi di Poisson fondamentali.

Di particolare intcresse sono anclie le seguenti parentesi di

Poisson

28 ; . K
{CILJ B(O\JP:L)%: U {P«) B(C,/P:£>}]:‘a_‘ (6.10)
DP; 9.
(Le 6.9 e 6.10, con una opportuna interpretazione restano valide
anche in Meccanica Quantistica).
Come vedremo nel seguilto ci saranno molto utili le seguenti pa--

rentesi di Poisson: le parentesi di Poisson delle componenti del

momento angolare, e le parentesi di Poisson tra le componenti

del momento angolare e le coordinate qi,ly nel caso in cul le 1y
. . . . . *
siano le coordinate cartesliane e, quindi, Pi = mxi.

Dalla definizione di momento angolare si ha

2L, oL, 2L, AL, L
_— - T— —— = X '--X . = 2
CAME ?-L:<Bx; 3o, ap xR SONCRES
Analogamente
i j J {1 | ) )
{LXJLZ“g:“Lj / Ty ke 7 hx (6.12)

In forma compatta, usando il tensore di Riccei, si ha




Ul
.
<o

¢ z
{LL)LJ'S: LignLk (6.13)
(& sempre sottintesa la somma sugli indici ripetuti. Ricordiamo,
inoltre, che il tensore di Ricci &ijk. & cosi definito
e =1 ce 4R soro una permutazione pari di (1,2,3)
=-1 ¢y cono una permutazione dispari di (1,2,3)
= in tutti gli atri casi).
In manicra simile, usando il tensore di hicci nella definizione

del momento angolare

L. = Ei0 %4 Py = (XAPB ) (6.14)

n le (6.10), si ha

‘ 7 —aL:) - [ ' - . /‘.1r‘)
LR L) LS X = B Mk (6.15
{pL)L:)%: £L5K PK (6.1(‘))

(le 6.11 -~ 5.156, con un'opportuna interrmetazione, restano vali-
de anche in Hecrans o2 mMantistica).
Pev concludere calcollamo 1a PaTCﬂLCSL di Poigson tra il quadra-

2 T
to del momento angolare L L <+L e una sua componente:

__)2.
(T, Ly= ALk, Led = L “— Lo el Lab ks

= LO ijikl—k TSk Lely =0

(itotiamo che al solito @ sottintesa la somma sugll indic¢i ripe--

ruti e che la seconda uguaglianza & stata ottenuta usando una

ietd della derivata di un prodotto di funzioni).

o

gsompio 4. (Istituzioni di Fisica Teorica). Due oscillatori

tridimensionali (= due punti materiali di massa m

soggetti a forza elastica) interagiscono COn una forza descritta

dal potenziale




- ] 3
\/'—:volx’}’;). P

-

X, ;; essendo le coordinate del due oscillatori. Quali dellc

tre seguentl grandezze sono costanti del moto:

-
L(w) (= momento angolare dell'oscillatore 1)

-2 . .
L( ) (= momento angolare dell'oscillatore 2)

;1(1) M ACOR

soluzione:

Basta verificare per quali delle grandezze definite sopra la pa--
rentesi di Poisson con l'Hamiltoniana si annulla. L'Hamiltonia-

na ¢ data da

H:<_E1i+

2
292 ) ! 292 - 43
;LWL(A)‘ x1>1~< P2 + QW\“ X ‘*‘Vol"‘ )‘1\ ‘

2w 2m
Pertanto
\ 1)
@ \,zti 20 oL oK
{ 1 - .a-)'é"q 5 ‘;) BPM axu)
2 3
1)
)y p L 3« @ ()
= E&jK pK 3 E{K) [ by ﬂ‘3V - X ‘( )J
™
- - “) L)
= 3 \% l X1-' XJ.1 E£5 K )(j Xr\ 7& 0 )

2) : > - Q) 0)
{Lt 5 t g = 23V, 1"1‘“x1\ LK XJ‘ x 0,

7o

Vale la pena di notare che senza l*uso delle parentesi di Poissan

o

1videntificazione delle costanti del moto sarebbe stata

pid complicata.
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Che la somma deili momenti angolari sia una costante & una conse-
e >

guenza ovvia del fatto che le forze esterne KX, e KX,

hanno momento nullo rispetto all'origine e pertanto il momento

angolare totale del’'sistema rispetto all'’origine deve conservarsi.

Esempio 5. (Equazioni di Bldéch). Per renderci conto dell'uti..

lita delle parentesi di Poisson studicremo il seguen-
Le problema.
In certe circostainze il comportamento di wna particella in un

campo magnetico @ descritto soddisfacentemente dall'lamiltoniana

seguente
Y
H: HB'S) ’
one }L ¢ un coefficiente numerico,[3 & 1'induzione magnetica e i

J 2 i1 momento angolare intrinseco della particella. Usando
rer le componenti di J  le parentesi di Poisson del momento an -
»

golare, ¢ facile trovare come varia nel tempo J . Si ha infatti

é—{i :{3»‘, HE( = /"*(\é/‘j)k )
Ak

(la derivazione di tale equazione senza usare le parentesi di
Poisson sarebbe pilt laboriosa). §
La soluzione di tale equazione si oltiene ricordando che se con-

sideriamo un nuovo sistema di riferimento, ruotante con velocita

- . .
angolare w rispetto al sistema iniziale, la variazione istanta-
- ! :
nea del vettore J rispetto al sistema ruotante d“Cfﬁat & !
I-)’ = -y ‘
d. -
2343 AT,
at At
-~ ~%

Pertanto scegliendo @J ::FL'B si ha

EL‘E :(\ME—C\)JI\J = 0 . ;
d/t {

In tale sistema, pertanto, J e fissq)cioé nel sistema originario

~>
ruota con velocitd angolare ) intorno ad un asse diretto come

T

- L'effetto di un campo magnetico uniforme costante & quello

di causare una precessione uniforme del vettore momento angolare




e S RS A

<11

(1)

- —

J con velocita W= f(B .

Nel caso in cul al campo magnetico uniforme‘ﬁ gi sovrapponga un
campo maggftico Ea puotainte intorno alltasse di-g con velocita
angolare L% , il moto di 3 sara una precessione dai velocita an
golarei a: PL@-\-BJ attorno all'asse E--n~§1 ruotante con veloct -
ta angolare (34 attorno a B .

(Le equazioni precedenti sono usate per studiare risonanze para-

magnetiche nucleari).

3. Parentesi di Polsson € trasformazioni canoniche
— p
Come discusso nel capitolo precedente, una rrasformazione

dalle coordinate ¢, p @ nuove coordinate Q.
Q0= Qla,p, ), R=RCaPE (6.17)

5 canonica se si pud trovare una funzione (Hamiltoniana) K=(%(Q.P,t)
delle nuove;coondinate, tale che per le Q. P valganop le equazioni
ai IHamilton

Q= W P e 28 (6.17)
L '3¥% 349[
concettualmente, pertanto la\caratterizzazione delle trasformazio-

ni canoniche & ben definita. 1ei casi pratici, il decidere se

una trasformazione & canonica o no diviene in genere un problema

non banale. Secondo quanto discusso nel capitolo precedente la
via da seguire sarebbe gquella di vedere sc. data una trasforma -
zione di tipo (6.17). esiste una funzione (generatrice) F che

la genera. Cio equivale ad integrare le equazioni @17-41).  La

via & spesso laboriosa come si pud vederc Jdall'esempio seguente.

ngempio 6. Vediamo se 1a trasformazione

;

M ) . a0
Q= ?,o%‘l w—q——Ell ) P= 9 mt% P (6.12)

5 canonica. A tale sCOPO cerchiamo una funzione generatrice I
&cL ¥ o)

che dipcndaYdalle*variabili p, P. Dbovra aversi, secondo le equa-

zioni (4.24),
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g} oF g = 2F

= I ) -7 6.19
Per poter integrare tali equazioni occorre esprimere, mediante

le (6.18), le coordinate Q e q in funzione di P, e p. Dalle

(6.13) si ha
b |
Q’&’?}z“‘%}j‘. ) ﬂtptcé’P (6.20)

e le {6.11) diventano

oF P oF Pt

-——-——t:& —— —— = ’ P

2P | ¢ (c-21)
Integrando la o® delle (6.21) si ha

F= P Log |esp] + PCP)

e sostituendo nella prima delle (6.21) si ottiene

Dig’) Lol 1P|, = £(P) = - PRog, |P|+|P]

Pertanto

F- P&)g 29%33\+ P

Esiste dunque una soluzione delle (6.21), cioé esiste una funzio-

ne generatrice e la trasformazione & canonica.

—

Un modo molto smdplice di vedere se una trasformazione & canonica
& di usare le parentesi di Poisson.

cominciamo col far vedere che le parentesi di Poisson fondamenta-
1i, (6.7%), soro invarianti per trasformazioni canoniche., Piu

precisamente faremo vedere che se

QC: Q\(&\/Pfl;) J P‘:‘ P{{QJP: {7) (6,22)

sono nuove coordinate e la trasformazione & canonica si ha




Infatti se la trasformazione (6.22) ¢ canonica varranno le seguen—

ti equazioni discusse nel capitolo precedente (4.17,4.22~4,29)

PR 2 2R SE L vq0 O P,
- —— D - —C J o :_.,‘_,.._\::.: = -
’BQj DQj Bﬁt bqlh DQj anaﬁ; Aa?t (6.29)
a__P’:_‘ = )2 Flr ::LQD‘ . E.ﬂf. Iz - ?__}—i\{,_- s - ’?‘—9-3 .
BPg' 29,79 P)' 29 ’ 3 8 BPjBPL' ’ 2 P:

Usando tali equazioni si ha

2P RSP

{QQJP.B = ?.,._Q.\ ,_E)._ -..Qi -3
PTUP g, o, 2P 29,
usando la terza delle (6.24) ‘

?_Q_‘; Bv-k?.ﬂﬁ ?P\‘) =

}Qe ?Pe }EZ 5;2

usando la quarta delle (6.24)

- FBF% ?%if? -+ ?!ﬁﬁ 79?% = ? F? = o
2P op, 2P 29, 3P e

1

Abbiamo cosi dimostrato le (6.23). Usando tale proprieta delle

parentesi di Poisson fondamentali, non ¢ difficile vedere che

anche le parentesi di Poisson tra due variabili dinamiche A(q,p,t),

B(q,p,t) sono invarianti per trasformazioni canoniche. Per defini-

zlone, l'espressione delle grandezze fisiclie A e B in termini del-
le nuove coordinate Q, P si ottienc esprimendo le ¢, p come fun-

zioni delle Q, P

q:c}(Q;P/£) J P:P(QJ’P/{)

e sostituendo tali funzioni in Alq,p,t) e B(q,p,t)




A QP EY=A(q(QPE), p(RP 1), L)

i

(6.25)
B(Q,Pt)= B(4(Q P L), P(Q,PUL)
Vogliamo Far vedere che
- ! 6.26
={AB, . (6.26)

{A)/ B'}QIPE{A,BéQIP

Cominciamo col notare che le (6.26) valgono se B & una delle vec-

chie coordinate canoniche

= 9/@ gﬁii ‘Eli ‘Dqt" §
tAca), a.f: 29, 3% 2P 9 |

_ %A 24m 290 A 2 Pn 240
'D‘%vna ?)g?j R Iz: TBEZWV 23625 L F%' i; ;

2A >&1"m ?j( '3/\ 9 P 2 oy
29 v P Q) P 0P, PR

a 4: Do+ N B 'YD - A { P s Ao 5
?ﬂm ?, BP»m

In caso in cui B sia una variabile generica segue allora immedia- e
4 (R

ramente. Si ha infatti




29, 3B 2.
(A, 8] :Eﬁ(ﬁﬁi ;_—:z
_BA(3B 4, 3B B _
R N, R apy 2@y
2B {/\ R
= — { A 9. -+ Y /\/ P
9, 33@/P ?Pj { DgQ/P

:{ABg%P

f
|

ﬁceversa.

Non & difficile verilicare

Poisson fondamentali (6.9) caratte
che, ciod se una trasformazione di coor

lageia invarianti le (6.9)/& canonica ciocd cgi

K(Q,P,t) tale che

.

: 0 K

= S——

2P 7

Infatti si ha

de. \
g R ={ Qo HY

a,p

L PP
Ak { “HBm»

i lasciano invarianti le Parentesi di |

*oisson.

€ per ll'invarianza delle parentesi di Poisson

SHL o, L R
{Q J {/ IJQP J ’{PL/H:{’?/P

9,p
s1 ha
ét‘ TrQu”ﬁQ,P
P__2H
t 2

o
<

N
X

)|

| Concludendo abbiamo dimostrato che 1e trasformazioni cancniche

Vale anche i1 vi--

che l'invarianza delle Parentesi di
rizza le trasformazioni- canoni--
dinate q—» Q, p—s P

ste una Hamiltoniana

(G.27)



i
¢
'
i

Basta pertanto porre
K(Q,P ) - H(a(@P ) p (0P Jt)

per ottencre le equazioni (5.27).

La caratterizzazione delle trasformazioni canoniche come quelle
che lascianc invarianti 1o parentesi di Poisson fondamentall sem-
plifica moltissimo il compito di decidere sc una trasformazione
& canonica o no. Tale verifica & ridotta al calcolo di semplici

derivate.

Esempio 7. verificare che la trasformazione
} ' WAL
Q: J;_. SW\O\) P:\/qKP (,osq
AN

& canonica. Si ha

Dl _
IJ el

¥a
&
U g b

e quindi la trasformazione & canonica. Assal pil lunga sarebbe
stata la verifica di canonicita usando le equazioni del capitolo

precedente.

Lsempio 8. Trovare sotto quali condizioni per i parametri cx,@

la trasformazione

Q: c\d oos((BP)) - qd §vn((5p> &

& canonica. Usando le parcentesi di Poigson si otilene

{0,Ph, o= x4 spp) e wlfr)
e sm (BF) g™ sim (B7) = B o

perché la trasformazione sia canonica occorre e basta che la pa-

o-1

11 Poisson calcolata sopra sia indipendente da q ed ugua-

O(z"" (3:2.

genza usare le parentesi di Poisson, si sarcbbe dovuto cercare

B generatrice
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Frrr: - % ty@—P)

—_—

la cui determinazione non @& altrettanto immediata.

- Esempio 9. Vediamo quanto semplice diventi la verifica che la

trasformazione dell'esempio 6 & canonica.

O O P S N WO R 0
{Q/chf‘P [SW\PJ IGHZ Ml C’giﬂ‘}ﬂ [SW\P (CH P.W"P\ SW\,P

' ?
Comy
-:.:---—~‘ - Wﬂ_ﬁ. :1:{Q/P§op
Sm'q Son'g 7
Ovviamente {Q,QS =0 = {P,PS . Dunque la trasformazione ¢ cao..
nonica,
Esempio 10. Consideriamo I'Hamiltoniana di un oscillatore ar.

monico
2 .
- | L Rl 2). :
B ~4- q i

¢ vediamo se & possibile trovare una trasformazione canonica che
metta 1l'Hamiltoniana nella Forma seguente
2

(w) 2
H= La(P% Q%)
2
Tentiamo con una trasformazione del tipo

Ps ey, Q= bq.

Perch¢ la trasformazione sia canonica occorre che sia

{Q/P}:ﬂb:l

E' facile vedere che brendendo g ;‘/\)’mul , b= \/ww , W= R/m

si otticne

'

H=sJdo (FJ%F QI{>

vi

Esempio 11. Supponiamo di dover studiare un sistema descritto

dalla seguente Hamiltoniana

H: -%[,J O>ﬂgjl>+éaqp= :%(,.)[PZJFCIL-VKQ P]

(k = a/Ww). [Termini del tipo qp compaiono ad esempio nella




]
;
!
i

Hamiltoniana del pendolo di Foucault di cui 1'Hamiltoniana Prece-
dente rappresenta un caso semp]Lflcaté] a soluzione delle equa~

zioni di Hamilton
"-copf‘?o,, ?:'“WG\“?}(P
9= T
non & immediata. 711 problema si semplifica moltissimo se si ii-
troducono le nuove variabili @, P, mediante la seguente trasfor..

5

mazione

1= o {0 =00 (7% )Py

n 1.
£\ T

ol (e =)0 (Vi 7 ) P

In termini delle @, P l'Hamiltoniana prende la Fforma seguente

), (%) p2, H'(Q P
H(q(QP), p(o,p))- 4%““_“( -Q*)=H'(Q,P)

#

N

’ e
che & la forma dell‘uamiltoniana di un oscillatore armonico,
L'unica cosa che resta da Fare & verificarce che 1a trasformazione
dalle q, p alle 0, P o canonica in modo che H! (0, P) possa esse-
re interpretata come Hamiltoniana per le variabili Q, I, e quindi

sl possano scrivere le equazioni di Ilamilton.

Di nuovo la verifica di canonicita mediante la ricerca della fun-

zione generatrice sarebbe un problema piuttosto lungo e laborioso. i
E' invece molto semplice verificare se la trasformazione lascia {
invarianti le parentesi di Poisson fondamentali. Tn effettd si

ha

{q/PSQ,P

‘f~ki tek + 21—k - (1-k* ek 2"‘K9Q
41k

7:)
R ,()L;\/

= {Q/P}Qﬂjz g ;

cio¢ la trasformazione 2 canonica,

Esempio 12. Vediamo se 1la trasformazionc
222MPLo e

Qg=%f ) P«;: - P ' " (6.23)
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& canonica. Il significato fisico di tale trasformazione si ve-
de facilmente quando si usano coordinate cartesiane: essa corri-

sponde a

Xp > Xy X = = X (6.28")

ed equivale pertanto al rovesciamento del tempo
t -_-¢

E' facile vedere che le equazioni di Hewton in ccordinate carte-
siane e quindi quelle di Lagrange sono invarianti rispetto alla

trasformazione ‘
X; . X -y =X
L“P‘X'L 7 XL—’ xt

(si ricordi che la Lagrangiana & una funzione quadratica di RL

e quindi & invariante per la tpasformazione (6.28'). Tale inva-
pianza traduce il fatto fisico che i fenomeni meccanici sono re-
.versibili.

Per vedere se la trasformazione (6.28) & canonica basta verifica-
re se le parentesi di Polsson sono invarianti sotto tale trasfor-

mazione. Si ha subito
(0, P =~ {90, 7sh = =%

pertanto la trasformazione non & canonica.

4. Parentesi di Polsson e trasformazioni canoniche infinitesime

el paragrafo precedente si & vista l'utilitd delle parente-
si di Poisson nel verificare se una trasformazione & canonica O
no. Vedremo ora come le parentesi di Poisson servano anche pexr
~avatterizzare le variazioni infinitesime di variabili dinamiche,

unzioni del tipo A(q,p,t), sotto trasformazioni canoni-

]

sformazione del tipo (per comodita la scegliamo indipendente dal
tempo)




[
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1
Ut

Q(:QQ*'E{)(C}/P) ) fP'L:' {)LA+E‘%1(CXIP> (6.29)

dove € & un parametro, & << 1. (Per una discussione piu com-
pleta si veda il capitolo preccdente). Al primo ordine in e

le equazioni precedenti si invertono

g - @i~ ¢ £.(Q.7)
o= Poo- eg(UP)

(6.30)

Una. grandezza fisica o variabile dinamica/A descritta dalla fun-
zion® A(q,p,t) in termini delle coordinate ¢, p, ¢ descritta da

una nuova funzione A'(Q,P,t) nelle nuove variabili @, P:

AQ P £) = ACq(RP), p(Q,P),t)= ALQ-ef, Preg,b)-

A Jr.aA _ (6.31)
= A(Q/P,JC)-‘@ %‘5‘:{)& [),Px%t.)

Come si vede la forma delle funzioni & cambiata nel passare dalle
q, p alle ¢, P. In genere, una data variabile dinamica & descrfta
da funzioni diverse nel passaggio da un sistema di coordinate ad

un altro.

Fsempio. Si veda il caso discusso nel paragrafo 4 del capitolo
I. 1'éncrgia cinetica ¢ descritta da funzioni diverse
nel passaggio dal sistema di coordinate x, v, z al sistema x',

vy, ot

E et

E' abbastanza naturale domandarsi se esiste un metodo semplice

g}

er determinare di quanto varia la funzione che descrive una
data variabile dinamica, quando si fa una trasformazione infi-
nitesima di coordinate. In particolare se tale variazione @&
aulla la funzione ¢ invariante sotto la data trasformazione.
Tale proprieta assume la massima importanza quando la funzione

invariante ¢ l'Hamiltoniana; questo fatto traduce una proprieta

di simmetria del sistema e, come vedremo in seguito)porta a conse-




vt e e

guenze fisiche notevoli.

Per rigpondere alla domanda precedente cominciamo col vedere qua-
le relazione c'¢ tra le funzioni [ e g ¢ la funzione generatrice

della trasformazione. La generatrice della trasformazione infi-

nitesima si potra scrivere nella forma scgucate

F = 2: C}Ll¥i + L C% ( g ,¥>)

2

avendo scelto come variabili indipendenti q, P. Come abbiamo
visto nel capitolo precedente 1l primo terminc genera la tra-
sformazione identita: ¢, p =2 q, p. Il secondo termine G detto
anche generatore & quello che da luogo alla variazione di ¢ e
p. Usando la [Lorma (4522J delle trasformazioni canoniche si ha

subito

P = '\OFJ. ~ R‘f’ﬂ BCTC(\,P): E‘_"’&BC\C(CLPJ +o<22)
29 | 29

29,

Q, = oF, g, +& BM_GCG"P) =g+t Miﬁ>+ O(e)

26(q,P), 260720
29, op; UR

avendo sviluppato in serie le funzioni

in un intorno di Pi = pi° Trascurando infinitesimi di ordine

superiore ad & si ha pertanto

Spo= Ti-p = —¢ 26 (e =1 P C;gq P

29,

A G | G
g = Ro-a0= i;‘f;tf LN 5«?

Le variazioni infinitesime delle q, p sono date dalla parentesi

di Poisson di q, p con il generatore G(q,p).

Esercizi. Vediamo guali trasformazioni sonoe generate dal nomen

] L ‘ dalt’
i pi, componenti del momento angolare, flamilto.-

niana ctc.
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a) Traslazioni
Lo getdzlont
Consideriamo il caso in cui 11 deneratore della trasforma..
LIS Atore
zione infinitesima ¢ il momento i~esimo Pse Si ha subito
0q. =0 X dp =0
3 ’ K

6({(’: E'{QLJP{BTE , QL = 5]\_{_'&

Pertanto P, ¢ i1 generatore di una traslazione infinitesima nel-
la direzione i-esima. (Tale risultato gi manterrd valido anche
in Meccanica quantistica),
b) Rotazioni
Sx-dzloni
Scegliamo ora come generatore la componente x del momento

angolare. In coordinate cartesiane si ha

%szi{)‘j)L4§ = £€51J<XK

- !
=5 BX,}:_O y Xi;—xl—“iX\% 5 X3z ng‘i)(;\,/
/ I .
8?1:0 ) PQ:P,1_2P3) P3“P3*“~PJ_
L ! c /
%L1:O) th L‘J\"‘@L:))) L3: L3+E LZ

L1 ¢ dunque i1 gencratore di una rotazione infinitesima attorno
alltasse 1. (Analogamente L3 ¢ il generatore di wa rotazione in-

Finitesima attorno all'asse 3 etc, ).

¢) Trasiazioni temporali

In modo analogo si vede che 1'Hamiltoniana & i1 generatore

delle traslazioni temporali ( € = At)

ﬂq;:: Aﬁéq{)L@ = A&ﬁ

{

S - sig

E' questo un risultato gid noto o discusso ampiamente nel para.-

grafo 1.

]
|

.




d) Trasformazioni di Galilei

Consideriamo un punto matériale di massa m e coordinate X
rispetto ad un sistema di riferimento R. Se si passa ad un si
stema di coordinate xl relative ad un riferimento R', in motd
rettilineo uniforme rispetto ad R con velocita-g g1 ha

1

TN r.5 -
x'= x-v,t ):/_v)t, -2 vét

/
Po= Pummv,  Py= P-mVy, PasPeMVa

Queste trasformazioni sono dette traslormn

& difficile verificarc che il gencratore di tali trasforazioni o
- —'»t s
C% = -V p + My, X

si ha infatti

ox; = eix, G4 —eut

3

%1}( =~ &MU,

vediamo come varia la Funzione A(q,p,t) che descrive una data
variabile dinamica, sotto trasformazioni infinitesime. Usando

i risultati precedenti si ha

5 A

i

2A Taq + A Sp.
4. g

2 4q;,6hve 22 {pGh- e{A GY

1

i L

Dunque la parentesi di Poisson con il generatore G da la va-

riazione infinitesima di ogni variabile dinamica. In particola-
re una variabile dinamica ¢ invarian@e sotto wna trasformazione
infinitesima se la sua parentesi di Poisson con il generatore &

nulla. Se ciod succede 1a variabile data ¢ anchie invariante sot-

to la trasfermaziocne Finita dato che quest'ultima pud ottenersi




i

< x e

iterando la trasFormazionc infinitesima.

Esempio 13. L'Hamiltoniana di una particella soggetta a potenzia-
le centrale v=v(r) & invariante per rotazioui attor-

no ai tre assi. Vérifichiamolo, ad esempio, per rotazioni infi.-

nitesime attorno alll'asse Z;%, ( 80 =¢ ),

2 B
v Eo, R
m,
(= & T p S5 1 2 5y v 1o
g}“}; ‘C‘L H) L_ﬁg“z——r;;t P(I(/L)I_jj +1PL)’~3JP1J +

t E’{:{.v(%)/ K’B }PQ/ + )('{ vh)) Pxil “{V{'L)IXQQ Ps - X4§.V(L);P1S]

= wavdo L eanaz @ (5 10), (6 15), (b.1g) =

3/ AV ()N
s t / \)V\"b} 4 -
= = Potiaepe o+ E(X =% =0
. ‘ ?)‘(:{ 3 X,

Un caso particolarmente interessante o quando 1'llamiltoniana &
invariante sotto una trasformazione canonica di cui G & il gene..
ratore. Per quanto victo precedentemente cid equivale alla pro-
Prietd seguente

SH = {H, Gy =0

Pertanto se G non dipende esplicitamente dal tempo, G ¢ una co-

[y . f

stante del moto

AG ~
o Ak *‘{G’HS“O‘

Abbiamo cosl trovato i'importante legame tra proprietd di simme.-

tria ¢ costanti del moto. Se il sistema in esame & simmetrico

rispetto ad una data frasformazione di cocrdinate, il corrispon-

dente gerecratore & una costante del molo,

Lsempio 14.  Se il sistema in esame ha simmetria sferica, (V. e-
sempio 13): la sua lamiltoniana o invariante per
—
rotazioni attorno ai tre assi e quindi il momento angolare L

& una costante del moto,




Analogamente se 1l sistema ¢ simmetrico per traslazioni rispetto

all'asse x, il corrispondente generatore I’ (= componente x del
A

momento della quantita di moto) & una costaitte del moto.

Un caso particolare della proprietd discussa precedentemente A
realizzato quando una coordinata q<’1agrangiana & ciclica. 1In
tal caso 11 sistema & simmetrico per traslbormazioni del tipo

qL-’DQLﬂ‘a’ J q_)"’q} JF
1'Hamiltoniana & invariante sotto tale trasformazione e il cor
che coincide con 1l momento conlugato &
q., ¢ una costante del moto

P\; = Cd')t

Concludendo, i momenti coniugati a variabili lagrangiane cicili

che sono i generatori di trasformazionl di simmetria del sistema.

Abbiamo pertanto una giustificazione ultericre (si veda la discus
sione fatta nel cap. T11) per introdurre i momenti pi al posto
delle ii’ quali coordinate canoniche per discuterc lratto di mo-
to del sistema. Rispetto alle ﬁi S evidente il notevole signi

ficato Ffisico delle Pi"

5. Proprietd gencrali delle parentesi di roisson

Abbiamo visto nei paragrafli precedenti lfutilitd delle pa
rentesi di Poisson nella soluzione dei problemi di mQCﬁfnica.
vale dungue la pena di studiarne le proprietd generali,sgéranno
di aiuto neli'uso delle parentesi di rolsson. Inoltre & interecs
sante notare che tali caratteristiche generall si manterranno
invariate quando si passerd dalle parentedi di Poisson delld mec
canica classica a “quellce® della Meccanica quantistica.

Facendo uso della definizione di parentesi di Poisson fra duc

grandezze A(q,p,t) e B(q,p.t) si La Facilmente

9 {A,BY = - {B A}
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b) A, AL =0
| <) é/\j?ﬁcij'—_‘ (A B + {ACY
% o A BCl = BEACw $ABC
3

i . . . . g Cn s
! Meno immediata, ma di fondamentale importanza & 1l'identita di

' Jacobi |

. \ f {n I Yy S
g e) ( f\) 1 E)/C.jj T 1%, A\/ j] + 7 /{

c9

Hesa dice che la somma delle doppie parentesi di Polsson ottenu

te permutando ciclicamente tre variabili, A, B, C, & nulla.

W' inutile insistere sul fatto che le proprietd a)--e) rendono
molto pid rapidi i calcoli quando si fa uso delle parentesi di J
Poisson. Ci basta notare che la loro importanza non & solo for-

male. Ad esempio dail'identita di Jacobi segue 1l'importante ri--

.
2
i

sultato che la parentesi di Poisson di duc costanti del moto &

anch'essa una costante del moto (teorema di Jacobi). Sc A e B

sono infatti duc costanti del moto si ha, usando la e),
(H, {ABY= - {B,{1,AY-{A,TB,H3Y =0

Tale proprietd fisica permette di costruire nuovi integrali del

. moto da integrali noti.

Bsempio. Se due componenti del momento angolare, ad esempio L1,
L, sono costanti del moto, tale & anche L3. S1i ha ;
“~ 1
infatti E

% { Ly, La§= Ly

e per 1l teorema di Jacobil

0onloo o SLoAL=fL.HYy=o.

by, =t SR RN A
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LCSERCIZI PROPOSTIL
1.

Un punto materiale I' & vincolato a muoversi su una circon
ferenza di centro C e raggio r in wl piano verticale. Scrivere
1l'equazione del mote P nel caso in cul C si mucva con accelera
zione costantc 1) orizzontale 2) verticale.

2.

Un punto di massa m ¢ vincolato a muoversi su una circonfe
renza di centro C e raggio r in un plano verticale. Scriverve
ltequazione del moto di P nel casc in cul 11 centro C si nuova
secondo la legge temporale seguente Xe = A cus (W t.

3. I
Studiare le equazioni di moto del sistema descritto nel :
problema 1, con la differenza che ora invece Ji assegnare 1l
moto del centro del cerchio si considerano i due casi seguentl
i) al cerchlo clie ha massa 14 ¢ applicata wla Forza costante
-y ey
I' = cost -
ii) al cerchio che ha massa m ¢ applicata uwaa lforza elastica
Si discutano i gradi di libertd del sistema ¢ le difflerenze i
spetto al problema 1. Dare una spiegazionc fisica (non Formale)
delle differenze. Scrivere le equazioni anche usando le cqua

zioni di ilewton.

Scrivere la lagrangiana e le cquaziunl di moto per uil dup

pio pendolo di lungliezze 11 ed 1, e masse mq, i,

Scrivere anche le equazionl di moto usando le equazioni di :lewton

e confrontare i due wmetodi. ' R
¢




5.

(Deviazione dei gravi verso Est). U corpo cade libera
mente da un'‘altezza di 200 metri, allfecquatore. [aizialuente
5 fermo. Determinare di quanto o deviato quando tocca terra.
(Usare le equazioni di Lagrange). Discutere le approssimazioni.
valutare lteffetto della forza centrifuga ricordando che la ve

-5

locitd angolare di rotazione della terra ¢ 7.3 x 10 radian -

ti/sec.

G

Discutere il teorama di Laraor per i1 positronio. Il 10
sitronio & un atono costituito da un elettrone di carica - ¢ e
un clettrone di carica +e (detto positronc)u Discutere gli or
dini di grandezza ¢ le approssimazioni possibili quando il po-
sitronio si trova in un campo magnetico di 10.00U gauss.
Quali sono le dilfferenze rispetto all'atomo di idrogeno {(costi -

ruito da un protone e da un eletlrone)y

7.

(Fendolo di Poucault). Studigre 1ltelletto della rotazione
terrestre sulle piccole oscillazioni di ui pendolo. 5i faccia
1o le seguenti approssimaziound
1) si trascurino gli spostamenti lungo 1a verticale cosicehe

i1 moto possa considerarsi sul piano orizzontale
2) si tenga conto del fatto che la velocita angolarc della rota
sione terrestre W o= 7.5 % 10 0 radianti/sec cosicchie =
¢ trascurabile rispetto alla velocitd angolare del pendolo.

serivere le equazioni di Lagrangce ¢ reptare la soluzione intro

ducendo la variabile 7 = <+ iy




i) al punto di sospensione di massa I,

.

oV AL

Studiare il moto ai wi pendolo di massa m e lunghezza 1 il
cul punto di sospensione di mass trascurabile i muove Gl moto
circolare uniforme.
studiare 1o stesso problena nel seguenti casi
i) 1l punto di gospensione di massa iy 61 muove con accelorazio
ne verticale costante
o applicata una forzda o
lastica.

Ricavare le equazioni anche con il metodo newtoniano.

L
9. X O
I
studiarce il sistema de critto in figura. \
\
m VI
P
La massa M pud scorrerc lungo llasta O verticale, [acendo coil

seguentenente muovere le due masse m, mentre il punto 0 ¢ [isso.

Il sistema ruota inizialmente con velocita angolare W atltorno
allt'asse O .
2

Discutere i gradi di libertd del sistema, le proprictd di cim

R

metria e le couseguenze dinamiche.




10.

Studiare il moto del pendolo descritto in Ligura.

L'arco ABCD a cui & sospeso il pendolo golidale al disco che
ruota con velocitd angolare costante W . TI1 pendolo pud oscil

larce in un piano normale ad ADCD. Sfuchara (e {7u(olc eserllaziont.

11.

bue slerette di massa w ¢ carica -+ ¢ -q rispettivamente
sono sospese mediante £ili di lunghezza 1 in modo da Formare
due pendoli. Scrivere le equazioni di Lagrange. Studiare il
moto quando ¢gli spostamenti dall'equilibrio sono piccoli e si
possono trascurarc gli spostamenti verticali. Studiare lo stes.-
so problema ncl caso in cul le sferctte siano scariche ma logo

te da una molla di coctante .

Scrivere la Fuizione Hamiltoniana per i sistemi descritti
nei problemi 1 e 2, ¢ discuterc la relavione con llenergia del
punto materide. L'Lwiiltoniana ¢ una costante del motoy  Inter
pretare fisicamente 1 risultati. Scriverce le equazioni di lamil

ton nei due casi.

13.

Scrivere la funzionce Hamiltoniana per 1 sisteml descrittil
nel problema 3. LY una costante del moto Che relazione ¢le
tra lamiltoniana ed cuergia del sictema’” piscutere le diflercon

ze rispetto al problemna precedente.
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17.

Si consideri llesempio o dol Cap. I[I1, ¢ si consideri il
caso in cul il punto massa m oi muovc‘in untorbita circolaro
stabile ad altezza h.  Trovare la frequenza delle piccole oscil
lazioni in r quando si comunica al punto di massa m un piccolo
impulso nella direzion: tangente alla superficie conica ¢ orto.
gonale alltorbita, \\ --/

/
\V/a
10,
Determinare sotto quali condizioni per i paramctri o, @ ;

o, ﬁ ', la trasformaszionc

} ﬁl
Q:dq#@p) p=<>(~~1+»(f:>
¢ canonica.
Determinare la generatrice della trasformazione quando essa o

canonica,

Determinare se la trasformazioc.ac
— —
Q = Vq cos 2 p L= V q sin 2 p
¢ canonica.

Cercare se esiste la geineratrice,

a

n
(@)

Due oscillatori armonici unidimensionali (= duc punti wa -
teriali soggetti a forza clastica di uguale costante clastica
k) di ugual massa n, interagiscono coa una forza degseritta dal
potenziale V = v, (x1 x2)2, X, ¢ x, essendo le rispettive coor

=

dinate. Trovare 1'lamiltoniana ¢ le [reguenze propric del ofi
stenia. 81 deternini la trasformazione canonica che trasforna

LfHamiltoniana in quella dei duo oscillatori arimonici disaccop..

piati. -




~J

La molecola .S pud, in taluni casi, cssore schematizzata
=

come costituita da tre punti di massa ji M ¢ n (v. figura) in

Ay,

i 1

teragenti tra di loro con forza clastica i costante .  ‘Trovarc
le frequenze propric di oscillazione o discuterne 1 moti corri--

spondenti.

Si consideri il sistema costituito da duc punti di massa
m, ad m, interagenti tra di lorc con forza elastica di costante
k1 € soggett ad una forza elastica di costante k.
Trovare le frequenze propric di oscillazione ¢ trovare la tra -

sformazione canonica che trasforma IVilamiltoniana nell

toniana di due oscillatori armonici disaccoppiati.

K K, K
q"\ TN YOG e VYN By oy oy
=

1 ™o




ESERCIZIO

Il Filo di un pendolo di massa m passa altraverso
ad una carrucola fissa C (v. Fig.). TI1 Filo viene tirato

allfestremo A con velocitd costante v.

a) scrivere la lagrangiana. Scrivere lc¢ equazioni di Ha

2 .
milton nel caso di piccole oscillazioni (3 << 1.

b) Che relazione c'e tra 1'Hamiltoniana e 1'cnergia del

endolo? Il momento angolare & una costante del moto?

¢) sia 1, la lunghezza del pendol
consideri il caso in cui (vi/1,)7¢< 1 e
Irovare la trasformazione caionica che trasforma 1'{a -
miltoniana in quella di un oscillatore armonico. De
terminare la funzione generatrice. Discutere la [fre..
quenza di oscillazione cosl trovata.
(81 consiglia inizialmente di fare la trasformasione

canonica p = L\ m! P, 8 = o/(2Vm).




LESERCIZIC

I1 filo di un pendolo di massa i passa attraverso

ad una carrucola fissa C (v. fig.). Il Filo viene tirate

alltestremo A con velocita costante v.

a)

b)

c)

Scrivere la lagrangiana. Scrivere le equazioni di Ha -
2
milton nel caso di piccole oscillazioni 69 << 1.

Che relazione c'd tra 1'Hamiltoniana ¢ Ltenergia del

bendolo? Il momento angolare ¢ una costante del motoy

Sia 1, 1la lunghezza del pendolo alltigtante t=0 ¢ gi
2 n 2
<< Te (vi/1,) B¢ 1.

Trovare la trasformazione canonica che trasforma 1'[a

consideri il caso in cui (vt/1,.)

miltoniana in duella di un oscillatore armonico. Do
terminare la funzione generatrice. Discutere la Cre
quenza di oscillazione cosgi trovata,

(si consiglia inizialmente di Fare la trasformaszione

canonica p = 1y P, g - O/ (Lym).




ESERCIZIC
I1 filo di un pendolo di massa m passa abtraverso
ad una carrucola fissa C (v. fig.). 11 filo vienc tirato

all'estremo A con velocitd costante v.

ﬁ a) Scrivere la lagrangiana. Scrivere lc equazioni di Ha

2
! milton nel caso di piccole oscillazioni (} << 1,

b) Che relazione c'é tra I'Hamiltoniana e 1'energia del

rendolo? Il momento angolare & una costante del moto?

c) sia 1, 1la lunghezza del pendolo alltistante t=U o si
consideri il caso in cui (vt/lo)2<< 1 e (Vt/lo)GZQK 1.
Trovare la trasformazione canonica che trasforma 1')a
miltoniana in quella di un oscillatore armonico. De
terminare la funzione generatrice. Discutere la fre-
quenza di oscillazione cosl trovata.

(51 consiglia inizialmente di fare la trasformazione

! canonica p = 1yw! P, B = /(2 V).




